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Compétences

Cc1

Maitriser des méthodes statistiques usuelles permettant de traiter convenablement des cas
simples d’analyse de données

C2

Maitriser des méthodes usuelles d’exploration des données

C3

Connaitre les limites d’applications des méthodes vues en cours

C4

Pouvoir se référer a un cas d’application avec des données réelles en lien avec une discipline
autre que celle de I'analyse des données

C5

Savoir évaluer la complexité numérique de quelques algorithmes

Cé

Connaitre des méthodes d’apprentissage statistique (machine learning) supervisé et des
méthodes d’apprentissage statistique non supervisé

C7

Savoir valider et sélectionner un modele statistique
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Chapitre 1 Introduction

Notions : statistique descriptive, statistique inférentielle, apprentissage statistique, population

Objectifs pédagogiques :

— Donner une définition de la science des données
— Donner une définition de la statistique

— Donner une définition de 'apprentissage statistique, ou apprentissage automatique, ou encore
machine learning

1.1 Qu’est-ce que la science des données?

La science des données, ou data science, est un domaine dont la définition dépend des personnes qui
la donnent. On s’accorde néanmoins généralement sur I'idée qu’il s’agit d’une science interdisciplinaire,
qui s’appuie sur les mathématiques (et notamment les probabilités, la statistique et I'optimisation)
et 'informatique (et notamment I'algorithmique, les bases de données, I'architecture distribuée, et
I’analyse numérique) mais aussi sur des connaissances spécifiques au domaine d’application, autrement
dit a la nature des données étudiées (finance, commerce, physique, biologie, sociologie, etc.).

C’est un domaine multiforme qui fait beaucoup parler de lui, et on se référe souvent a un article du
Harvard Business Review intitulé « Data Scientist : the Sexiest Job of the 21st Century » 1.

La science des données permet par exemple de mieux comprendre les besoins de la clientéle d’une
entreprise; de dimensionner des serveurs; d’améliorer la distribution de I'électricité; d’analyser des
données génomiques pour suggérer de nouvelles hypothéses biologiques; d’optimiser la livraison de
colis; de détecter des fraudes; de recommander des livres, films, ou autres produits adaptés a nos gofits;
ou de personnaliser des publicités.

Dans les années a venir, la science des données, et en particulier le machine learning, nous permettra
vraisemblablement d’améliorer la sécurité routiére (y compris grace aux véhicules autonomes), la réponse
d’urgence aux catastrophes naturelles, le développement de nouveaux médicaments, ou I'efficacité
énergétique de nos batiments et industries.

1.2 Objectifs de ce cours

Ce cours se concentre sur les aspects mathématiques (statistique et modélisation) et informatiques
(utilisation pratique) de la science des données. 1 fait appel a des notions que vous avez découvertes
en Probabilités, en Optimisation, et en Outils Numériques pour les Mathématiques.

Le premier but de ce cours est de démystifier la science des données, le Big Data, I'intelligence
artificielle telle qu'on en parle de nos jours et de vous donner les clés nécessaires a recevoir les informations
sur le sujet d'un ceil critique.

Le deuxiéme but de ce cours est de poser les bases mathématiques et algorithmiques de I'exploitation
de données. Les domaines de la statistique inférentielle et de 'apprentissage automatique sont vastes,
et vous aurez, si vous le souhaitez, amplement 1'occasion de les explorer en deuxiéme et troisiéme
année.

1. https://hbr.org/2012/10/data-scientist-the-sexiest-job-of-the-21st-century
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Socle minimal A I'issue de ce cours, vous devriez avoir acquis a minima les compétences suivantes :
1. Interpréter une p-valeur;
2. Eviter les principaux écueils de visualisation de données;

3. Expliciter le principe de la minimisation du risque empirique, et I'illustrer sur un ou deux exemples
d’algorithmes d’apprentissage automatique;

Expliquer comment un algorithme d’apprentissage automatique peut reproduire un biais;
Reconnaitre une situation pouvant préter au surapprentissage;

Sélectionner et valider un modele d’apprentissage automatique;

Décrire un réseau de neurones artificiels comme un modele paramétrique;

Lister quelques succes et limites de I'apprentissage profond;

O XN T

Donner des exemples d’algorithmes d’apprentissage automatique permettant d’apprendre des
modeéles non linéaires;

10. Discuter de quelques uns des enjeux éthiques liés a I'intelligence artificielle.

Les sections marquées d’'un e dans le poly sont celles qui ne font pas partie de ce socle minimal.
Ne pensez pas cependant qu’elles soient plus difficiles! Les sections marquées de ee permettent d’aller
plus loin et sont considérées hors programme.

Acquisition de données Aucune approche statistique ne pourra créer un bon modele a partir de
données qui ne sont pas pertinentes - c’est le concept garbage in, garbage out qui stipule qu'un algorithme
d’apprentissage auquel on fournit des données de mauvaise qualité ne pourra rien en faire d’autre que
des prédictions de mauvaise qualité.

Bien que ce cours soit consacré aux outils mathématiques et, dans une moindre mesure, informatiques
de la science des données, il ne faut pas négliger qu'une part importante du travail de machine learner ou
de data scientist est un travail d’ingénierie consistant a préparer les données afin d’éliminer les données
aberrantes, gérer les données manquantes, choisir une représentation pertinente, etc.

Bigdata De plusen plus, les quantités de données disponibles imposent de transformer les algorithmes
utilisés et de faire appel a des architectures de calcul et de base de données distribuées. Nous n’abordons
pas non plus ce point dans ce cours. Le cours optionnel Large Scale Machine Learning, proposé en
semaine bloquée au printemps, vous permettra de découvrir ce domaine.

1.3 Qu’est-ce que la statistique?

Le terme de « statistique » est dérivé du latin « status » (signifiant « état »). Historiquement, les
statistiques concernent I'étude méthodique, par des procédés numériques (inventaires, recensements,
etc.) des faits sociaux qui définissent un état.

Par contraste, la statistique est un ensemble de méthodes des mathématiques appliquées permettant
de décrire et d’analyser des phénomenes dont la nature rend une étude exhaustive de tous leurs facteurs
impossible. Ces méthodes permettent d’étudier des données, ou observations, consistant en la mesure
d’une ou plusieurs caractéristiques d'un ensemble de personnes ou objets équivalents.

1.3.1 Vocabulaire

Lensemble de personnes ou d’objets équivalents étudiés est appelé la population. 1l peut s’agir
d’une population au sens « courant » du terme (par exemple, I’ensemble de la population francaise,
ou 'ensemble des individus d'une espéce animale sur un territoire) mais aussi plus largement d’un
ensemble plus générique d’objets que I'on cherche a étudier (par exemple, 'ensemble des pieces produites
par une chaine de montage, un ensemble de particules en physique, etc.)
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Chacun des éléments de la population est appelé individu.

Les caractéristiques que 1'on mesure pour chacun de ces individus sont appelées les variables;
les individus pour lesquels ces caractéristiques ont été mesurées sont appelées des observations. Un
ensemble de n observations (x1,x2, . . . ,x,) d'une variable est appelée série statistique.

Par exemple, si j’étudie les données climatiques pour la station météo de Paris-Montsouris en 2019
(cf. tableau 1.1), il s’agit d'une population de 365 individus. Cette population peut contenir 8 variables :
températures minimale, maximale et moyenne; vitesse maximale du vent; ensoleillement ; précipitations
totales; pressions atmosphériques minimale et maximale.

Lorsque la population a étudier est trop grande pour qu’il soit possible d’observer chacun de ses
individus, on étudie alors une partie seulement de la population. Cette partie est appelée échantillon.
On parle alors de sondage, par opposition a un recensement, qui consiste a étudier tous les individus
d’une population. Nous reviendrons sur la notion d’échantillon dans le chapitre 3.

Par exemple, la population des éleves de premiére année des Mines est composée de 128 individus.
Si je recueille I'age, le département de naissance et le nombre de freres et sceurs de 20 de ces éléves,
j'aurai mesuré 3 variables sur un échantillon de 20 observations.

On distinguera plusieurs types de variables :

— les variables quantitatives : des caractéristiques numériques qui s’expriment naturellement a
I'aide de nombres réels. Ces variables peuvent étre discretes si le nombre de valeurs qu’elles
peuvent prendre est fini ou dénombrable (ex : 4ge, nombre de fréres et sceurs) ou continues (ex :
températures, taille, pression atmosphérique)

— lesvariables qualitatives: des caractéristiques qui, bien qu’elles puissent étre encodées numériquement
(ex : département de naissance), relévent plutét de catégories et sur lesquelles les opérations
arithmétiques de base (somme, moyenne) n’ont aucun sens. On parle de variables nominales
s'il n'y a pas d’ordre total sur I'ensemble de ces catégories (ex : département de naissance) ou
ordinales s’il y en a (ex : entierement d’accord, assez d’accord, pas vraiment d’accord, pas du
tout d’accord).

Remarque : seuiller des variables quantitatives permet de les transformer en variables qualitatives
ordinales. Par exemple, une variable d’4ge peut étre transformée en catégories (< 18, 18 - 20, 20 - 35,
etc.)

Le tableau 1.2 montre un exemple d'un échantillon de 20 individus d'une population de données
de remboursements d’un acte biologique bien précis : le dosage de I’antigéne tumoral 125. Ces données
sont issues de la base de dépenses de biologie médicale en France mise a disposition par I’Assurance
Maladie %. La population compléte, de 604 individus, est disponible dans le fichier
notebooks/data/0PEN_BI0_2018_7325.csv.

Chaque individu de cette population (i.e. ligne du tableau) correspond a un ensemble de dosages et
est décrit par 5 variables : la tranche d’4ge des patients et patientes; leur région; le nombre de dosages;
et enfin les montants remboursés et remboursables. Dans ce tableau, I'dge est une variable qualitative
ordinale; la région une variable qualitative; et les nombres et montants des variables quantitatives. On
pourra choisir de traiter le nombre de remboursements comme une variable discréte ou continue.

2. http://open-data-assurance-maladie.ameli.fr/biologie/index.php
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1.3.2 Statistique descriptive

La statistique descriptive, aussi appelée statistique exploratoire, consiste a caractériser une
population par la détermination d’un certain nombre de grandeurs qui la décrivent. Son objectif est
de synthétiser I'information contenue dans un ensemble d’observations et de mettre en évidence des
propriétés de cet ensemble. Elle permet aussi de suggérer des hypotheses relatives a la population
dont sont issues les observations. Il s’agit principalement de calculer des indicateurs (par exemple des
moyennes) et de visualiser les données par des graphiques. La visualisation peut étre enrichie par des
techniques d’apprentissage non-supervisé (cf section 1.4.2) qui permettent de réduire le nombre de
variables ou de regrouper ensemble les individus semblables. La statistique descriptive est traitée au
chapitre 2.

1.3.3 Statistique inférentielle

Aussi appelée statistique décisionnaire, ou encore inférence statistique, la statistique inférentielle
consiste a tirer des conclusions sur une population a partir de I’étude d’'un échantillon de celle-ci. Les
données observées sont considérées comme un échantillon d’une population. Il s’agit alors d’étendre
des propriétés constatées sur 'échantillon a la population. U'inférence statistique repose beaucoup sur
les probabilités : on considerera les observations comme les réalisations de variables aléatoires, ce qui
permettra d’approcher les caractéristiques probabilistes de ces variables aléatoires a I'aide d’indicateurs
calculés sur I'échantillon. Le chapitre 3 traite de statistique inférentielle.

1.4 Qu’est-ce que 'apprentissage statistique?

Qu’est-ce qu’apprendre, comment apprend-on, et que cela signifie-t-il pour une machine ? La question
de l'apprentissage fascine les spécialistes de I'informatique et des mathématiques tout autant que neurologues,
pédagogues, philosophes ou artistes.

Dans le cas d’'un programme informatique, on parle d’apprentissage statistique, ou apprentissage
automatique, ou encore machine learning, quand ce programme a la capacité de se modifier lui-méme
sans que cette modification ne soit explicitement programmée. Cette définition est celle donnée par
Arthur Samuel en 1959. On peut ainsi opposer un programme classique, qui utilise une procédure et les
données qu'il regoit en entrée pour produire en sortie des réponses, a un programme d’apprentissage
automatique, qui utilise les données et les réponses afin de produire la procédure qui permet d’obtenir
les secondes a partir des premiéres.

Supposons par exemple qu'une entreprise veuille connaitre le montant total dépensé par un client
ou une cliente a partir de ses factures. Il suffit d’appliquer un algorithme classique, a savoir une simple
addition : un algorithme d’apprentissage n’est pas nécessaire.

Par contraste, supposons maintenant que I'on veuille utiliser ces factures pour déterminer quels
produits le client est le plus susceptible d’acheter dans un mois. Bien que cela soit vraisemblablement
lié, nous n’avons manifestement pas toutes les informations nécessaires pour ce faire. Cependant, si
nous disposons de 'historique d’achat d’'un grand nombre d’individus, il devient possible d’utiliser
un algorithme d’apprentissage automatique pour qu'’il en tire un modele prédictif nous permettant
d’apporter une réponse a notre question.

Ce point de vue informatique sur I'apprentissage automatique justifie que 'on considere qu’il s’agit
d’'un domaine différent de celui de la statistique. Cependant, nous aurons 'occasion de voir que la
frontiére entre inférence statistique et apprentissage est souvent mince. Il s’agit ici, fondamentalement,
de modéliser un phénomene a partir de données considérées comme autant d’observations de celui-ci.
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Attention

Bien que l'usage soit souvent d’appeler les deux du méme nom, il faut distinguer 'algorithme
d’apprentissage automatique du modéle appris : le premier utilise les données pour produire le second,
qui peut ensuite étre appliqué comme un programme classique.

On distingue plusieurs types de problémes en apprentissage automatique. Nous nous intéresserons
dans ce cours a 'apprentissage supervisé et a I'apprentissage non-supervisé, en ignorant entre autres
I'apprentissage par renforcement principalement utilisé en robotique.

1.4.1 Apprentissage supervisé

Lapprentissage supervisé, ou apprentissage prédictif, est peut-étre le type de problemes de
machine learning le plus facile a appréhender : son but est d’apprendre a faire des prédictions, a partir
d’une liste d’exemples étiquetés, c’est-a-dire accompagnés de la valeur a prédire. Les étiquettes servent
de « prof » et supervisent 'apprentissage de I’algorithme. Un exemple classique est celui de 'annotation
d’images : il s’agit par exemple de déterminer si une image représente ou non un chat.

Ftant données n observations x1,79, ...,y appartenant a un espace X, et leurs étiquettes y1,
Y2, - - - ,yn appartenant a un espace )/, on suppose que les étiquettes peuvent étre obtenues a partir
des observations grace a une fonction ¢: X — ) fixe et inconnue : y; = ¢(x;) + €;, ol €; est un bruit. Il
s’agit alors d’utiliser les données pour déterminer une fonction f: X — ) telle que, pour tout couple
(x,0(x)) € X x Y, f(x) =~ ¢(x). On suppose généralement pour cela que les couples (x;,y;) sont les
réalisations d’un vecteur aléatoire (X,Y") vérifiant Y = ¢(X) + € et 'on cherche a déterminer ¢.

Nous aborderons en détail 'apprentissage supervisé dans les chapitres 6 a 8.

1.4.2 Apprentissage non supervisé

Dans le cadre de 'apprentissage non supervisé, les données ne sont pas étiquetées. Il s’agit alors
de modéliser les observations pour mieux les comprendre. Ces techniques sont ainsi complémentaires
de celles de la statistique exploratoire.

Parmi les exemples d’apprentissage non supervisé, on compte notamment

— la réduction de dimension, que nous aborderons au chapitre 4, qui permet de créer un petit
nombre de variables qui « résument » les mesures prises sur les observations. Il s’agit en fait
de trouver une représentation des données dans un espace de dimension plus faible que celle
de I'espace dans lequel elles sont représentées initialement. Cela permet de réduire les temps de
calcul et 'espace mémoire nécessaire au stockage les données, mais aussi souvent d’améliorer les
performances d’un algorithme d’apprentissage supervisé entrainé par la suite sur ces données.

— le partitionnement, ou clustering, qui permet de réduire la taille d’un échantillon en regroupant
les individus présentant des caractéristiques homogenes. Nous ne traiterons pas de ce sujet dans
ce cours. Il sera notamment abordé dans le cours optionnel d’apprentissage automatique proposé
en semaine bloquée a I'automne (S1333-5).

1.5 Etlintelligence artificielle, dans tout ¢a?

Le machine learning est une branche de I'intelligence artificielle. En effet, un systéme incapable
d’apprendre peut difficilement étre considéré comme intelligent. Lintelligence artificielle, que 'on
peut définir comme ’ensemble des techniques mises en ceuvre afin de construire des machines capables
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de faire preuve d'un comportement que 'on peut qualifier d’intelligent, fait aussi appel aux sciences
cognitives, a la neurobiologie, a la logique, a I'électronique, a I'ingénierie et bien plus encore.

Le terme d’« intelligence artificielle » stimulant plus I'imagination, il est de plus en plus souvent
employé en lieu et place de celui d’apprentissage automatique.

1.6 Bonnes pratiques

Lessor récent de I'intelligence artificielle, a travers notamment les développements en apprentissage
profond que nous aborderons brievement au chapitre 8, suscite de vifs débats philosophiques, éthiques
et moraux dans notre société. Sans entrer en profondeur dans ces débats, ce qui reléverait d'un cours
d’éthique ou de philosophie et non plus d'un cours de mathématiques appliquées, nous en aborderons
quelques points clés dans le chapitre 5, dédiée aux bonnes pratiques en science des données. 1 serait
malhonnéte dans ce cours de prétendre pouvoir détacher les mathématiques et 'informatique du contexte
de leur utilisation.

1.7 Sources

Le contenu de ce poly s’appuie en partie sur des documents mis a disposition en ligne par Stéphane
Canu, Laure Reboul, et Joseph Salmon, que je remercie vivement, ainsi que les ouvrages Probabilités,
analyse des données et Statistique (Technip) de Gilbert Saporta et mon Introduction au Machine Learning
(Dunod InfoSup). Vous trouverez une version PDF (sans les exercices) de ce dernier sur ma page web
http://cazencott.info.

Pour aller plus loin

« Larticle 50 Years of Data Science de David Donaho aborde les différences entre statistique, science
des données, et apprentissage automatique et donne une vision d’ensemble de ces domaines.
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Tmin | Tmax | Tmoy | Vent | Ensoleillement | Précipitations | Pmin | P max
°C °C °C km/h min mm hPa hPa
7.6 9.6 8.4 22.2 0 0 1034 | 1036.6
5.6 7.2 6.3 24.1 0 0 1037.3 | 1041.3
4.1 6.6 5.4 16.7 0 0 1040.2 | 1041.8
3.1 6 4.7 20.4 0 0 1039.5 | 1041.7
4.2 5.9 5 20.4 0 0 1037.5 | 1039.6
4.3 6.8 5.6 16.7 0 0 1036.5 | 1038
6.8 8.6 7.4 20.4 0 0.6 1030.5 | 1037.2
7.4 9.7 8.5 24.1 120 0 1025.9 | 1029.7
4 7.7 5.2 29.6 42 0.8 1024.1 | 1026.4
2.1 5.5 4 18.5 30 0 1026.6 | 1029.5
4.2 8.3 6.2 14.8 0 1.2 1028.1 | 1030.5
6.7 9.1 8 22.2 0 0.8 1021.7 | 1030.6
8.8 11.9 10.5 31.5 30 0.8 1014 | 1021.1
8.5 10.9 8.8 29.6 0 0 1014 | 1024.8
6.9 8.6 7.6 16.7 0 0 1020.3 | 1025.3
1.9 7.8 5.2 27.8 276 3 1007.9 | 1019.6

4 8.5 5.4 27.8 0 0 1007.5 | 1019.7
0.9 6.1 2.4 18.5 342 0 1017.2 | 1021
-1.7 2.8 0.3 14.8 78 4 1009.7 | 1016.8
1.9 3 2.5 20.4 0 0.8 1010.1 | 1021.8
-2.2 3.6 0.1 13 480 0 1019.2 | 1024.9
-2.4 1.7 -0.1 20.4 0 7.4 998.4 | 1018.3
0.6 2.1 1.3 24.1 6 1 995.6 | 1007.4
-0.4 2.5 1.2 20.4 0 1 1008.4 | 1015.5
1.7 5.5 3.9 13 0 1.2 1015.2 | 1018.4
5.5 9.6 8.4 29.6 24 1.6 998.1 | 1016.9
4.4 8.2 6.4 37 6 4.4 989.8 | 1001.4
2.7 6.9 4.4 25.9 216 0 1001.7 | 1011.7
-0.8 5.2 1.7 24.1 18 19.6 989.5 | 1011.7
0.5 5.2 2.3 33.3 252 0.4 990 998.9
-1 2.5 1.3 25.9 24 1.2 983.5 998

TABLEAU 1.1 - Exemple de 8 variables pour 31 observations (celles du mois de janvier 2019) de la
population des données climatiques pour la station météo de Paris-Montsouris. Ces données sont
disponibles dans le fichier data/meteo_data.csv.
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Age Région Nombre Montants Montants

d’actes | remboursés | remboursables

ans (€) (€)

> 60 76 26 377,96 402,80

> 60 75 1401 14 054,37 21332,15

> 60 44 5299 65 928,93 80447,00

> 60 32 1706 25137,65 26 032,65

> 60 32 2596 37 877,02 39336,15

> 60 27 14 159,85 211,35

> 60 24 3565 50770,46 54 076,15

> 60 11 396 5226,55 6 060,05

> 60 5 260 4496,91 4676,40

> 60 93 162 2303,56 2 466,10

> 60 76 578 8499,53 8793,10

40-59 76 13 172,26 199,80

40-59 44 102 1204,93 1557,20

40-59 11 48 555,39 733,05

40-59 84 14 190,21 217,85

40-59 32 126 1350,06 1912,15

20-39 32 749 7 941,69 11 362,40

20-39 32 24 289,35 365,25

20-39 5 918 9704,10 16 550,40

20-39 11 106 1073,32 1618,35
TABLEAU 1.2 - Population de remboursements du dosage de Iantigene 125 dans le

sang en 2018, composée de 20 individus décrits par 5 variables et extraite du fichier
data/0PEN_BI0_2018_7325.csv.

Région : 5 = Régions et Départements d’outre-mer. 11 = Ile-de-France. 24 = Centre-Val de Loire. 27
= Bourgogne-Franche-Comté. 32 = Hauts-de-France. 44 = Grand-Est. 75 = Nouvelle-Aquitaine. 76 =
Occitanie. 84 = Auvergne-Rhdne-Alpes. 93 = Provence-Alpes-Cote d’Azur et Corse.



Premiere partie

Notions de statistique

Chapitre 2 Statistique descriptive

Notions : individu, population, fréquences, indicateurs de tendance centrale, indicateurs de liaison,
table de contingence.

Objectif pédagogique: Caractériser une variable statistique, ou la relation entre deux variables statistiques,
a travers des représentations graphiques et le calcul d’indicateurs numériques.

Le réle de la statistique descriptive est de caractériser une population par la détermination d'un
certain nombre de grandeurs qui la décrivent. Ce chapitre présente quelques unes des visualisations et
des indicateurs numériques les plus fréquemments utilisés pour décrire une unique variable statistique,
ou la relation entre deux variables statistiques.

1l s’agit ici uniquement de décrire les données. La statistique descriptive ne nous permet pas de faire
de l'inférence, c’est-a-dire de tirer des conclusions sur ces données. Elle nous permet par contre de faire
des hypothéses, comme par exemple :

— Telle variable semble suivre une distribution uniforme sur un intervalle;
— Telle variable semble dépendre de telle autre;

— Telle variable semble prendre une valeur plus élevée dans un segment de la population que dans
un autre.

Exercice: Endécouvrant les exemples de ce chapitre, demandez-vous quelles hypotheses les valeurs
d’indicateurs et les visualisations graphiques vous suggérent. Quand vous rencontrez des indicateurs
numériques ou des visualisations de données dans d’autres matiéres ou projets, ou dans les media
d’information, demandez-vous dans quelle section de ce chapitre elles entrent; quelle est la taille de la
population et/ou de I'échantillon; quelle est la nature des variables mesurées; quelles hypotheses elles
vous permettent de formuler.

2.1 Statistique descriptive unidimensionelle

1l s’agit ici de mettre en évidence les principales caractéristiques d’'une unique variable statistique
x observée sur n individus, a travers la série statistique (1,22, . .. ,2).

15
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2.1.1 Fréquences

L'étude d’une série statistique passe par la construction d’une table des fréquences, soit des valeurs
elles-mémes dans le cas d’'une variable qualitative ou discrete, soit d’intervalles de ces valeurs. La construction
de ces intervalles permet de transformer la série statistique en série classée.

__ Exemple

Prenons I'exemple des données dans data/0PEN_BI0_2018_7325. csv dont sont extraits
les 20 individus du tableau 1.2. La table des fréquences des 4dges est donnée dans le tableau
ci-dessous :

Tranche d’4ge (ans) | 0-19 | 20-39 | 40-59 | > 60
Fréquence 7% 18% 31% | 43%

Pour une variable qualitative, la table de fréquences peut aussi étre visualisée grice a un diagramme
en batons, comme illustré sur la figure 2.1.

Fréquence
o o
o (98]

©
=

0.0-

0-19 20-39  40-59 60+
Tranche d’age

FIGURE 2.1 - Diagramme en bitons de la fréquence des tranches d’4ges dans les données de
remboursement.

Dans le cas d’une variable continue, la constitution des classes de valeurs d’une série statistique
est une étape importante. La régle de Sturges propose de découper les valeurs observées en k =
|1+1logy(n) | intervalles de méme taille w Cependant, cette régle suppose que la variable
analysée suive une distribution gaussienne; elle n’est pas appropriée, par exemple, si les valeurs s’étalent
sur plusieurs échelles de grandeur, auquel cas une transformation logarithmique s’imposera.

__ Exemple

Prenons par exemple, 31 observations de la température minimale (en °C) pour la station
météo de Paris-Montsouris, telles que relevées dans la premiére colonne de la table 1.1.

Nous disposons de n = 31 observations, qu'il s’agit, en appliquant la régle de Sturges,
de grouper en 5 intervalles d’amplitude 2,24°C. La table des fréquences des températures
minimales est donnée dans le tableau ci-dessous :

Tmin (°C) | <-0,16 | -0,16 - 2,08 | 2,08 -4,32 | 4,32-6,56 | >6,56
Fréquence 0,19 0,19 0,29 0,10 0,23
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Pour une variable continue, la table des fréquences peut étre traduite en histogramme, comme
illustré sur la figure 2.2.

Utiliser des fréquences plut6t que des comptes permet de comparer des populations de taille différente.
De plus, la distribution des fréquences d'une série statistique de la variable x, représentée visuellement
par un histogramme, peut étre considérée comme une approximation de la distribution de la probabilité
de cette variable dans la population.

e
—
W

o
—
o

Fréquence

0.051

0-00 3 5 0.0 2.5 5.0 75

T min (degrés C)

FIGURE 2.2 - Histogramme des températures minimales dans le tableau 1.1.

Fréquences cumulées On peut aussi choisir de représenter plutét les fréquences cumulées.

__ Exemple

Pour notre série de températures minimales, la table des fréquences cumulées est donnée
dans le tableau ci-dessous :
Tmin (°C) | <-0,16 | <2,08 | <4,32 | <6,56 | <8,80
Fréquence 0,19 0,38 0,67 0,77 1,0
Tmin (°C) | >-2,40 | >-0,16 | >2,08 | >4,32 | > 6,56
Fréquence 1,0 0,81 0,62 0,33 0,23

Une table des fréquences cumulées croissantes et décroissantes peut directement étre traduite en
courbes des fréquences cumulées, comme illustré sur la figure 2.3.

2.1.2 Indicateurs numériques

Enfin, des indicateurs numériques permettent de compléter cette description. On distinguera les
indicateurs de tendance centrale qui indiquent I'ordre de grandeur des valeurs de la série statistique
et oli ces valeurs se rassemblent, des indicateurs de dispersion qui indiquent I'étalement de ces valeurs.

Indicateurs de tendance centrale Les indicateurs de tendance centrale comportent :

— la moyenne arithmétique
n
_ 1
r= — E L,
n “
=1
La moyenne arithmétique peut étre tres sensible a la présence de valeurs aberrantes.

— la médiane, qui correspond a une fréquence cumulée de 50%,
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FIGURE 2.3 - Courbes des fréquences cumulées pour les températures minimales du tableau 1.1.

— le mode, qui est la valeur la plus fréquente dans la série statistique. Le mode n’a réellement
de sens que pour une variable discréte; dans le cas d’une variable continue, on parlera plutét,
lorsque la série est classée, de classe modale qui est la classe la plus fréquente.

__ Exemple

Pour notre série de températures minimales,

— lamoyenne arithmétique vaut 3,2°C;
— la médiane vaut 4°C;

— laclasse modale est 2,1 - 4,4°C.

Indicateurs de dispersion Les indicateurs de dispersion comportent :

— la variance de la série statistique
1 2
var(zy,xe, ..., Tpn) = - E (z; —Z)%,

— la variance d’échantillonnage

1 -2
var*(x1,22,. .. ,xn) = — Z;(xl — )%,
1=
La variance d’échantillonnage est d’autant plus proche de la variance que le nombre d’observations
est grand. Nous verrons dans la section 3.4.2 qu'il s’agit d’une estimation non-biaisée de la variance

de la population.
— D'écart-type qui est la racine carrée de la variance,

— le coefficient de variation
var(x1,x9, ... ,Tp)

CV(x1,x2,...,xy) = =

Le coefficient de variation permet d’apprécier la variabilité d’une variable en fonction de sa
valeur moyenne, et n’a de sens que pour une variable donnée sur une échelle dotée d'un zéro
absolu, c’est-a-dire dans laquelle une valeur de 2z peut effectivement étre considérée comme
deux fois plus qu'une valeur de z (ce n’est pas le cas pour une température en degrés Celsius :
10°C n’est pas « deux fois plus chaud » que 5 °C). De plus, il est numériquement instable quand
T est proche de 0.
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__ Exemple

La variance de notre série de températures minimales vaut 10,02°C2, tandis que la variance
d’échantillonage vaut 10,36°C?. Les écarts-types correspondants valent tous les deux 3,2°C.
Le coefficient de variation n’a pas de sens en degrés Celsius.

Remarques

— Lécart-type d'une variable, qui s’exprime dans la méme unité que la variable, est beaucoup plus
facile 4 interpréter que la variance. On donne plus facilement un sens a 3,2°C qu’a 10,02°C2,

— Lécart-type est utilisé pour définir une erreur de mesure. Imaginons que 1'on prenne 10 fois la
méme mesure, obtenant ainsi une population de 10 mesures, de moyenne arithmétique m et
d’écart-type o ; on rapporte alors une valeur de m + o. Cette remarque est une breve incursion
dans le domaine de la métrologie.

Enfin, les quantiles permettent aussi de déterminer la dispersion d’une variable. Les g-quantiles
divisent les valeurs prises par la variable en ¢ intervalles de mémes fréquences. Le p-éme g-quantile de
(21,22, ... ,2,) est défini comme la valeur Q} telle que

Freq(s < Qp) = 1.

Lorsque ¢ = 4, on parle de quartiles. Lorsque ¢ = 10, on parle de déciles.

__ Exemple

Les trois quartiles de notre série de températures minimales sont 0,8°C, 4,0°C et 5,6°C :
25% des valeurs observées sont inférieures a 0,8°C, 50% sont inférieures a 4,0 °C et 75% sont
inférieures a 5,6°C. Le deuxiéme quartile correspond bien a la médiane.

Une boite a moustaches (ou boxplot) permet de résumer visuellement ces indicateurs, comme
illustré sur la figure 2.4. La boite a moustaches est composée d’un rectangle, d’une largeur arbitraire et
délimité en bas par la valeur du premier quartile et en haut par la valeur du troisieme quartile; d'une
barre horizontale au niveau de la médiane; et de deux segments joignant chacun les extrémités du
rectangle aux valeurs les plus extrémes. Représenter les valeurs prises par la variable par un nuage de
points superposé a ce rectangle permet d’en faciliter 'interprétation.

91
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FIGURE 2.4 - Boite a moustaches des températures minimales du tableau 1.1.
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2.2 Statistique descriptive bidimensionelle

1l s’agit ici de mettre en évidence une éventuelle liaison, c’est-a-dire une variabilité simultanée,
entre deux variables statistiques x et y, observées sur n individus, a travers les séries statistiques
(z1,22,...,2n) et (Y1,Y2, - - - ,Yn)-

Cette liaison peut étre causale ou non. Mettre en évidence une causalité est délicat, et dépasse le
cadre de ce cours.

Comprendre la liaison entre deux variables nous permet de comprendre

— Siune variable peut dépendre d’une autre : la température minimale dépend-elle de I'ensoleillement ?

— Si une variable peut permettre de prédire une autre : la température minimale permet-elle de
prédire la température maximale ?

— Si une variable peut étre remplacée par une autre : ai-je besoin de prendre en compte et la
température minimale et la température maximale, ou la température moyenne suffit-elle ?

2.2.1 Liaison entre deux variables quantitatives

Nuage de points Pour visualiser la liaison entre deux variables quantitatives, on utilise généralement
un nuage de points. Si z et y sont homogenes, c’est-a-dire exprimées dans la méme unité, on utilisera
la méme échelle sur les deux axes, comme sur la figure 2.5a. Sinon, on préférera généralement centrer
et réduire les variables au préalable, comme sur la figure 2.5b :

— n n
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(A) Températures maximales vs minimales, (B) Vent vs températures minimales.

FIGURE 2.5 - Nuages de points pour des paires de variables du tableau 1.1.

Indicateurs de liaison entre deux variables quantitatives Pour quantifier la liaison entre deux
variables quantitatives, on utilise principalement

— la covariance
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— le coefficient de corrélation de Pearson, qui est égal a la covariance entre les variables centrées
réduites, et compris entre —1 et 1:

(o) = T D)

00y
A noter que la covariance et le coefficient de corrélation de Pearson mesurent des liaisons linéaires
entre deux variables. Une corrélation de Pearson proche de 1 ou de -1 indique une relation linéaire;

une corrélation de Pearson proche de 0 indique une absence de corrélation. D’autres mesures, comme
I'information mutuelle (hors cadre de ce cours), permettent de mesurer des liaisons non-linéaires.

__ Exemple

Pour les données du tableau 1.1, la covariance entre la température minimale et la température
maximale vaut 7,69°C?; leur corrélation de Pearson vaut 0,91. La corrélation de Pearson entre
vent et température minimale vaut 0,28. La figure 2.6 illustre le rapport entre corrélation de
Pearson et nuage de points.
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FIGURE 2.6 — Nuages de points entre deux variables simulées et leur corrélation de Pearson.

Indicateurs de liaison entre une variable qualitative et une variable quantitative Pour étudier la
liaison entre une variable qualitative x, ayant K modes (ou valeurs différentes) dans la série statistique
(1,x29,...,x,), et une variable quantitative y, on considére que la variable = permet de définir p
sous-populations. Il s’agit alors d’évaluer s’il existe des différences, pour la variable y, entre ces sous-
populations.

Visuellement, on utilisera une série de boites a moustaches, comme illustré sur la figure 2.7.
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FIGURE 2.7 - Montants remboursés par acte, par tranche d’age, pour les données de remboursement.
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La variance expliquée par = de y est la moyenne des carrés des écarts entre la moyenne de y dans
chaque sous-population et la moyenne de y dans toute la population, pondérée par la taille des sous-
populations :

LK
*Z Tk — ),
k=1

ou g, est la moyenne de y dans la sous-population & et i la moyenne de y dans la population totale.

3

La variance résiduelle est la moyenne des variances des sous-populations, pondérées par leur

taille :
K
1
- E ko-l?;a
k=1

ol ny; est le nombre d’individus dans la sous-population k et o2 est la variance de y dans cette sous-
population.

3

2

) 2
On peut montrer que oy = 0 + 0.

Le rapport de corrélation est la part de variation de y expliquée par . Compris entre 0 et 1, il est

d’autant plus élevé que la liaison entre les deux variables est forte :

2
2_ %8

5 -
Ty

(&

__ Exemple

Pour les montants remboursés par acte de nos données de remboursement, la variance de
ces montants est de 3,30€2, tandis que la variance expliquée par I’dge est de 1,09€2, ce qui
donne un rapport de corrélation de 0,33.

Indicateurs de liaison entre deux variables qualitatives Pour étudier la liaison entre une variable
qualitative x, ayant K modes (ou valeurs différentes) dans la série statistique (z1,x2,...,2,), et une
variable qualitative y, ayant L modes dans la série statistique (y1,y2, - - - ,yn ), On utilise généralement
une table de contingence A de taille K x L. 1l s’agit de compter, pour chaque mode de x et chaque
mode de y, combien d’individus présentent ces deux modes : A;; est le nombre d’invididus pour lesquels
r=1iety =j.

Si 'on appelle N = ST5  S°F | Ay le nombre total dindividus, N;, = &, Ay le nombre
d'individus dans la ligne i et N j = S| Ay le nombre d’individus dans la colonne 7, alors 'absence
de liaison entre x et y se traduit par

]XZ[J :]]V\;]X[ pourtout 1 <i < K,1 <j < L.
L'écart entre les valeurs prises de part et d’autre de cette égalité se mesure grace a la distance du chi2,
définie par

W:§§< )

__ Exemple

Latable de contingence pour les variables « 4ge » et « région » des données de remboursement
est donnée dans le tableau 2.1. La distance du chi2 pour cette table de contingence est de 11,21,
ce qui suggere une dépendance entre les variables « 4ge » et « région » dans les données.
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Région

Age 5 111 |24 |27 |28 |32 |44 |52 |53 |75|76 |84 |93
0-19 3 5 3 3 3 3 4 3 2 3 3 4 4
20-39 | 8 | 18 | 4 7 4 9 |11 | 6 4 7 8 |10 | 11
40-59 |11 | 26 |11 |13 |13 |16 |15 | 10| 8 | 12| 17 | 15| 19
>60 (15|31 |18 |16 |21 |21 |22 |12 | 12 |19 | 24 | 23 | 26

TABLEAU 2.1 - Table de contingence pour I'dge et la région des données de remboursement.

Latable de contingence peut étre visualisée grace a deux diagrammes en barres empilées : on peut
choisir de visualiser, pour chaque mode de z, la proportion relative des modes de y, ou inversement,
pour chaque mode de y, la proportion relative des modes de x. Ces deux choix sont illustrés sur les
figures 2.8 et 2.9 respectivement.

1.01

0.81 Région

0.61 N DROM I Pays de la Loire
W Ile-de-France [ Bretagne

0.41 I Centre-Val de Loire I Nouvelle-Aquitaine
I Bourgogne-Franche-Comté B Occitanie

0.2 I Normandie I Auvergne-Rhone-Alpes
B Hauts-de-France I PACA et Corse

0.0- [0 Grand-Est

0-19 20-39 40-59 60+
Age

FIGURE 2.8 - Diagramme en barres représentant, pour chaque tranche d’ages, la proportion relative
d’individus de chaque région dans la table de contingence du tableau 2.1.
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PACA et Corse
Auvergne-Rhone-Alpes
Occitanie
Nouvelle-Aquitaine
Bretagne

Pays de la Loire
Grand-Est
Hauts-de-France
Normandie
Bourgogne-Franche-Comté
Centre-Val de Loire
Ile-de-France

DROM

Région

0.00

CHAPITRE 2. STATISTIQUE DESCRIPTIVE

Age
B 0-19
s 20-39
B 40-59
N 60+

0.75 1.00

FIGURE 2.9 - Diagramme en barres représentant, pour chaque région, la proportion relative d’individus
de chaque tranche d’age dans la table de contingence du tableau 2.1.
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2.3 QCM

Question 1. On s’intéresse aux hospitalisations pour une certaine maladie. Comment visualiser la

liaison entre la durée du séjour a I’hdpital et I'dge des patients, la premiére étant donnée en nombre de
jours et le second par tranches?

O un nuage de points
O un diagramme en barres
O une série de boites a moustaches

Question 2. Limage ci-dessous représente un nuage de points entre le diameétre de fleurs et la hauteur
de leur tige. Leur coefficient de corrélation de Pearson est plutét proche de...

0 —0,35
0 +0,35
1 —0,85 70 o]
O +0,85 68 ”,:. 2 o
el o o™% ° °
[l —0,95 566, ‘:. ;' ..o°¥.
0 40,95 2 R I
E 64 a..‘ i *oee e o
O —0,50 2 v, °
621 o
O 40,50 oo
6010 11 12 13
diametre (cm)
Solution
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Chapitre 3 Estimation

Notions: échantillon aléatoire, estimateur, estimation, biais d'un estimateur, convergence d’un estimateur,
estimation par maximisation de la vraisemblance, estimation de Bayes.

Objectifs pédagogiques :
— Choisir un estimateur, en particulier en déterminant des propriétés telles que son biais ou sa
précision.

— Proposer un estimateur, en particulier par maximisation de la vraisemblance.

3.1 Inférence statistique

Alors que la statistique descriptive se contente de décrire une population ou un échantillon de celle-
ci, 'inférence statistique cherche a tirer des conclusions sur une population a partir de I'’étude d’'un
échantillon de celle-ci.

3.2 Echantillonnage

Lorsque la population a étudier est trop grande pour qu’il soit possible d’observer chacun de ses
individus, on étudie alors une partie seulement de la population. Cette partie est appelée échantillon.
On parle alors de sondage, par opposition a un recensement, qui consiste a étudier tous les individus
d’une population.

Hypothéses de ’échantillonnage Pour tirer parti d’'un échantillon, nous allons avoir besoin des
hypotheses suivantes :

— Lataille de la population est infinie;

— Les variables mesurées sur la population peuvent étre considérées comme des variables aléatoires,
dont les mesures sont des réalisations. Les lois de probabilité suivies par ces variables peuvent
appartenir a une famille connue (e.g. loi gaussienne, loi de Poisson, etc.) ou étre totalement
inconnues. Dans le premier cas, on parlera de statistique inférentielle paramétrique; dans le
deuxieme, de statistique inférentielle non-paramétrique.

Objectifs de la statistique inférentielle La statistique inférentielle a alors pour but d’identifier les
lois de probabilité de ces variables aléatoires. Cela peut prendre les formes suivantes :

— Lestimation, qui permet de déterminer les parameétres des lois (parameétre p d'une loi de Bernoulli,
indice et parametre d’échelle d’une loi Gamma) ou certaines de leurs caractéristiques (espérance,
variance, moments d’ordre supérieur, quartiles, etc.). C’est le sujet de ce chapitre.

— Les tests d’hypothése, qui permettent d’infirmer ou de confirmer des hypotheses faites sur ces
lois, leurs parametres ou leurs caractéristiques. 11 s’agit par exemple de décider s'il est plausible
que I'espérance d’une variable soit supérieure a une certaine valeur; ou qu'une variable suive une
loi normale. Ce sujet dépasse le cadre de ce cours.

Echantillonnage aléatoire Dans lasuite de ce chapitre, nous allons considérer que I'échantillon obtenu
par sondage est obtenu par échantillonnage aléatoire simple : on préléve des individus dans la population
au hasard, sans remise. Chaque individu de la population a la méme probabilité 1 /N d’étre prélevé, ou

N estlataille de la population (on rappelle que N — oo) et les individus sont prélevés indépendamment
les uns des autres.
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Autres techniques d’échantillonnage D’autres techniques d’échantillonnage sont possibles, comme
I'échantillonnage aléatoire stratifié, dans lequel la population est partitionnée en strates selon une
caractéristique (par exemple, par tranche d’age), et I'’échantillon est obtenu en procédant a un échantillonnage
aléatoire simple dans chacune des strates. On obtient ainsi pour chaque strate un échantillon de taille
proportionnelle a la taille de la strate dans la population. En d’autres termes, les individus n’ont pas tous

la méme probabilité d’étre tirés : celle-ci dépend de la taille de la strate a laquelle ils appartiennent.

Représentativité Avant de tirer des conclusions d’'un échantillon aléatoire, il est important de s’assurer
que celui-ci est représentatif de la population étudiée. Par exemple, les premiéres études cliniques
démontrant I'efficacité de I'aspirine pour réduire le risque d’infarctus du myocarde chez les patients a
risque portaient sur des échantillons composés principalement d’hommes; ce n’est que bien plus tard
que la communauté médicale a réalisé que I'efficacité est bien moindre chez les femmes.

Echantillon aléatoire et échantillon Deux échantillons (21,72, . .. ,zy,) et (2},75, ...z} de tailles
identiques n de la méme population seront donc différents. On modélise cette variabilité en considérant
que les individus z; et 2} sont la réalisation d’'une méme variable aléatoire X;. (X1,X2,...,X,) estun

vecteur aléatoire dont les composantes sont indépendantes et identiquement distribuées (iid).

— (X1,X2,...,X,) est appelé échantillon aléatoire;

— (x1,x2,...,2q) et (z],2), ... 2] ) sont deux échantillons, c’est-a-dire deux réalisations de cet échantillon
aléatoire.

Un indicateur statistique de I"échantillon est alors la réalisation d’une variable aléatoire fonction
de I'échantillon aléatoire.

__ Exemple

La moyenne d’un échantillon, z = 1 3% | x;, est la réalisation d’une variable aléatoire
M, définie par

1 n
Mn—n;)@»,

qui est une fonction de I'échantillon aléatoire (X1,Xo,...,X,,).

3.3 Estimation ponctuelle

Soit (€2,.4,P) un espace probabilisé, E un espace mesurable, et X une variable aléatoire a valeurs
dans E. En pratique, dans la suite de ce chapitre, nous considererons des variables aléatoires réelles
(E = R ou une partie de R telle que R, ou N), mais les idées qui y sont présentées peuvent étre
étendues 2 R? ou a des espaces plus sophistiqués.

Soit (X1,X9,...,X,) un échantillon aléatoire de X. Les X; sont indépendantes et identiquement
distribuées, de méme loi Px que X. Soit (1,22, . . .,x,) un échantillon, autrement dit une réalisation
de cet échantillon aléatoire. Soit enfin # € R une quantité déterministe (autrement dit, il ne s’agit
pas d’'une variable aléatoire), qui dépend uniquement de Px. Le but de I'estimation ponctuelle est
d’approcher au mieux la valeur de 6.

Par exemple, si I'on fait 'hypothése que X suit une loi exponentielle (nous sommes donc dans un
contexte de statistique inférentielle paramétrique), 6 peut étre le parametre de cette loi, mais aussi un
de ses moments, un quantile, etc.
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3.3.1 Définition d’un estimateur

On appelle estimateur de 6 une statistique de I"échantillon aléatoire (X1,X5,...,X,,), cest a dire
une variable aléatoire fonction de (X1,Xs,...,X,) : un estimateur ©,, de # peut étre défini par

@n:g(Xl,XQ,...,Xn), gEn—>R
Etant donné un échantillon (21,22, . .. ,z,) de X, on appelle estimation de 6 la valeur
0, = g(x1,x9,...,2,) € R,

qui est donc une réalisation de ©,,.
Résumé Ftant donné une variable aléatoire réelle X avaleurs dans F, un entier n € N*, et une valeur
6 a estimer qui ne dépend que de la loi de X,

— un échantillon aléatoire (X1,Xo,...,X,) est un vecteur aléatoire, dont les composantes sont iid
de méme loi que X;

— un échantillon (z1,z9, .. . ,x,) € R™ est une réalisation de ce vecteur aléatoire;

— un estimateur de 6 est une variable aléatoire ©,, fonction de (X1,Xo,...,X,):
0, = g(X1,X2,...,X,),avecg : E > R;

— une estimation de 6 est une réalisation 6,, de ©,, : §,, = g(x1,22,...,2,) € R.

3.3.2 Exemple : estimation de la moyenne par la moyenne empirique

Considérons maintenant que X est de carré intégrable (X € £?), d’espérance m et de variance o2,

La moyenne empirique de X est une variable aléatoire M,,, définie par

1 n
My =~ Z X;. (3.1)
=1
M, est un estimateur de m : étant donné un échantillon (z1,zs, . . . ,x, ), lavaleur 7, = % Yo

est une estimation de m.
A ce stade, rien ne nous permet d’affirmer que M,, est un bon estimateur de m; en effet, rien ne
A 1 e 2 n . 1 n 2 : ’ 4
nous empéche de définir = > 77" | X;ou - > " | X7 comme estimateur de I'espérance.
Question : Quelles sont les propriétés de M,, qui nous font préférer poser M,, comme nous I'avons
fait?

Réponse

— E(My) = 3 X E(X) =m.
Nous verrons que I'on dit que M,, est un estimateur non-biaisé de m (cf. section 3.4.1);
— V(M,) = %2 (voir calcul section 3.8.1) : plus I’échantillon est grand, plus la variance de I'estimateur

est faible, autrement dit plus sa réalisation 1, sera proche de son espérance m.
On parle ici de la précision de M,, (cf. section 3.4.3);

— Par la loi faible des grands nombres, M,, £ om.
Nous verrons que I'on dit que M,, est un estimateur convergent de m (cf. section 3.4.4);

— Par la loi forte des grands nombres, M, 5.
Nous verrons que I'on dit que M,, est un estimateur fortement convergent de m (cf. section 3.4.4).
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3.4 Propriétés d’un estimateur

Nous considérons toujours dans cette section un échantillon aléatoire (X1,Xo,...,X,) de taille
n € N* d’une variable aléatoire réelle X de loi Px, et un estimateur ©,, de 6.

Notre but ici est maintenant de caractériser ©,,.

3.4.1 Biais d’un estimateur

Le biais d’un estimateur ©,, de la quantité § est défini par
B(0,) =E(©,) —6. (3.2)
©,, est dit non-biaisé si B(©,,) = 0, autrement dit si E(0,,) = .
La figure 3.1 illustre les distributions de 3 estimateurs d’'une méme quantité 6. On suppose ici que

ce sont des gaussiennes. Les estimateurs O et ©” sont non-biaisés. ©' est biaisé : son espérance vaut
0+ e.

9648

FIGURE 3.1 - Distribution de 3 estimateurs de 6.

3.4.2 Exemple : Estimation non-biaisée de la variance

Considérons X est de carré intégrable (X € £2), d’espérance m et de variance o2,
La variance empirique de X est une variable aléatoire S,,, définie par
S, = 1 i(Xi — M,)?, (3.3)
(it
ou M,, est la moyenne empirique telle que définie précédemment.
S, est un estimateur de 2.
Cependant, son biais vaut %102 (voir calcul section 3.8.2).
On propose donc la variance empirique corrigée, définie par
1

n—1

n

Z(XZ - Mn)2a (3.4)

i=1

Sy =

n

et qui est non-biaisée.
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Néanmoins, le biais de la variance empirique tend vers 0 lorsque n tend vers +oco. On parle alors
d’un estimateur asymptotiquement non-biaisé.

3.4.3 Précision d’un estimateur

Reprenons la figure 3.1. Les deux estimateurs O et ©” sont non-biaisés. Cependant, ©” a une plus
grande variance; une de ses réalisation a une probabilité plus grande que pour © d’étre éloignée de .
Ainsi, ©” est moins précis que O.

Un estimateur non-biaisé sera considéré d’autant plus précis que sa variance est faible. Dans le cas
général d’un estimateur biaisé, il faut aussi prendre en compte le biais dans la définition de la précision.
Un estimateur biaisé mais de variance faible pourra donner de meilleures estimations (c’est-a-dire plus
proches de la vraie valeur) qu'un estimateur moins biaisé mais avec une plus grande variance.

C’est pourquoi on utilise pour quantifier la précision d'un estimateur ponctuel générique son erreur
quadratique moyenne, définie comme

EQM(0,,) = E((6, — 0)*) = V(0, — 0) + E((6, — 0))* = V(0,,) + B(0,)*. (3.5)
Un estimateur sera ainsi d’autant plus précis que son erreur quadratique moyenne est faible.

Compromis biais-variance Il est tout a fait possible qu'un estimateur biaisé ait une meilleure précision
qu’un estimateur non-biaisé, si ce dernier a une plus grande variance!

(A) Biais faible, variance faible (B) Biais faible, variance élevée
(c) Biais élevé, variance faible (D) Biais élevé, variance élevée

FIGURE 3.2 - Illustration des concepts de biais et de variance par analogie avec un jeu de fléchettes. La
quantité a estimer est le centre de la cible; les fléchettes sont les estimations. Chacune des sous-figures
présente un estimateur différent.

3.4.4 Convergence d’un estimateur e

On souhaite aussi d’un estimateur qu’il permette de s’approcher d’autant mieux de la quantité qu’il
estime que la taille de I’échantillon est grande. On parle ici de la convergence d’une série de variables
aléatoires réelles, (©,,),cn+, vers une valeur réelle, 6; il s’agit donc en fait de considérer la convergence
vers une variable aléatoire © qui vaut 6 presque partout.

On dit que I'estimateur ©,, de 6 est convergent s’il converge en probabilité vers 6 :

(@n)neN* L 0. (3.6)
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Si de plus la convergence est presque stre, (0,)nen- 2% 9, on dit alors que ©,, est un estimateur
fortement convergent de 6.

Proposition Un estimateur sans biais et de variance asymptotiquement nulle est convergent.

Preuve La preuve en a été faite dans I'exercice « Convergence vers une constante » de Probabilité IV,

Pour rappel, posons ©,, un estimateur non biaisé et de variance asymptotiquement nulle de § € R,

c’est-a-dire que E(©,,) = 0 et V(©,) — 0. ©,, est donc d’espérance et de variance bornées et
n——+0o0

ainsi dans £2. Enfin, E((6,, —0)?) = V(6,,) + B(60,)?, et donc E((6,, — 6)?) — 0, ce qui signifie
mn o0
2
que O, £ et donc O, SNy O
Remarque On utilise en anglais le terme de “consistent”, ce qui conduit les francophones a parfois
parler d’estimateur consistant plutdt que convergent.
3.4.5 Exercice (estimation de la moyenne)

Nous cherchons a déterminer le poids moyen des bébés a la naissance en France. Pour cela, nous

disposons d’un échantillon (z1,z2, . .. ,z,) de n mesures obtenues dans plusieurs maternités a travers
le pays.
Nous supposons que cet échantillon est une réalisation d'un échantillon (X1, X5, ..., X,,) de variables

aléatoire réelles indépendantes et identiquement distribuées, d’espérance m et de variance .

On propose deux estimateurs de m :
I 1
My, =~ z;X et Zn = 5 (Xn + Xn1).
1=

Montrer que M, et Z,, sont sans biais. Lequel choisir pour approcher m ?

(Solution : section 3.8.3.)

3.5 QCM
Question 1. Soit X une variable aléatoire réelle suivant une loi de Poisson de paramétre ). Ftant
donné un échantillon aléatoire (X1,Xs, . ..,X,,) de X, et une de ses réalisations (x1,x2, . . . ,x5), cocher

le(s) estimateur(s) non biaisé(s) de A parmi les propositions ci-dessous :
‘:’ L1 = %Z?:l Z;.
O Ly=1%", X,

2
O Ly= 5 >0, (XZ2 - <% Z?:lXj) ) :
1 n 2 1 n 2
O Ly= >0 |2 — (H Zj:lxj> .

Indice. ¢\ 2139weaed ap U0SSIOJ 9p 10] dUN,p ddUBLIEA B[ J0 20URIddS?,[ JUOS SI[[oND

Question 2. Un estimateur biaisé peut étre plus précis qu'un estimateur non-biaisé.
O Vrai.
0] Faux.
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3.6 Estimation par maximum de vraisemblance

Nous considérons toujours dans cette section un échantillon aléatoire (X,Xo,...,X,,) de taille
n € N* d’'une variable aléatoire réelle X, et une quantité § € S C R a estimer. Nous notons Px la loi
de X.

Nous venons de voir comment caractériser un estimateur ©,, afin de choisir le meilleur estimateur
parmi plusieurs. Mais comment proposer un estimateur de 67?

Supposons que (x1,x2, . . . ,&, ) estuneréalisationde (X1,Xo, ..., X, ). Latechnique que nous allons
voir consiste a maximiser la vraisemblance de I'échantillon, autrement dit la probabilité d’observer cet
échantillon étant donnée la valeur estimée de 6.

__ Exemple

Nous nous intéressons a la réussite d’éléves au baccalauréat en fle-de-France, et disposons
d’observations issues de plusieurs lycées de la région.

Nous modélisons I'observation « réussite » ou « échec » comme la réalisation d’une variable
aléatoire X, de domaine ' = {0,1} (0 correspondant a « échec » et 1 a « réussite »), et suivant
une loi de probabilité Px . Un choix classique pour cette loi de probabilité est d’utiliser une loi
de Bernoulli de paramétre p, :

Px(X =x)=p"(1 —p)lfx.
Nos observations constituent un échantillon (x1,x9, . . . ,x,,), qui est une réalisation de I'échantillon
aléatoire (X1,Xo,...,X,) de composantes indépendantes et identiquement distribuées de
méme loi que X.

Nous cherchons a estimer p a partir de cet échantillon.
Supposons que notre échantillon contient n = 500 éléves, dont b = 450 ont eu le bac.

La valeur p = 50% est peu vraisemblable; la valeur p = 90% I’est beaucoup plus. C’est
cette notion que nous allons formaliser par la suite.

La vraisemblance de I'échantillon (z1,z9, ... ,z,) quantifie a quel point il est plausible d’observer
cet échantillon en fonction de la valeur de la quantité a estimer.

Pour tout t € S, nous notons P, 1a loi de X paramétrée par t. Supposons qu’il existe une mesure
psur (R,B(R)) telle que Px; s’écrive sous la forme Py = fipu, ot f; : R — Ry est u-mesurable.
Dans le cas ou X est discrete, p est la mesure de comptage et f; la fonction de masse de X. Dans le cas
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ou X est a densité, p est la mesure de Lebesgue et f; est la densité de X. (Voir par exemple la section
« Probabilités - cadre général » de Probabilités III.) La vraisemblance de (x1,x9,...,z,) est alors la
fonction de ¢ définie par

n

L(xl,xg, RN P t) = H ft(xz) (3.7)
i=1
Notez que la loi de I'échantillon aléatoire (X1,Xo,...,Xy) est Px, x,. . x,.¢t = [[;i—; Px; car les

X, sont indépendantes et identiquement distribuées.

On appelle alors estimation par maximum de vraisemblance (maximum likelihood estimate ou MLE
en anglais) de 0 une valeur 6y ¢ qui maximise la vraisemblance de I'échantillon (z1,z2, ... ,z,) :

n
OmLe € arg max H fe(zs). (3.8)
tes

Un estimateur par maximum de vraisemblance de 6 est une variable aléatoire réelle Oy ¢ dont
la valeur quand X; = x1,X5 = x9,...,X,, = x,, est donnée par Oy.

Pour simplifier les calculs, on choisira souvent de maximiser non pas directement la vraisemblance
mais son logarithme :

n
Ouie € arg maxz In fi(z;). (3.9)
tes =

__ Exemple
Reprenons notre exemple de réussite au baccalauréat.

Lestimation par maximum de vraisemblance de p est
n

DMLE = arg maXZln Px4(X = z;) = arg maXZIn (tmi(l _ t)lfxi)

tef0,1] ;= tefo,1] =
:argmaXZl‘ilnt—i— n—in In(1 —1¢).
tel01] 5 i=1

La fonction que nous cherchons aminimiserest ¢ : ¢ — > | z;Int+(n — > " ; x;) In(1—1).

Rappelons que 'onnoteb = 37" | x;. Sib = n,alors {(t) = nlnt et est maximale quand
t=1.

Sib=0,alors £(t) = nln(1 — t) et £ est maximale quand ¢t = 0.

Enfin,si0 < b < n, lafonction que nous cherchons a minimiser est concave, nous pouvons
donc la maximiser en annulant sa dérivée :

K1 o 1
P I (“‘Z”) T
=1 =1
ce qui nous donne

(1 — Pwe) (Z Cvz> — Pmie (n - Z%) =0
i=1 i=1

et donc, pour toutes les valeurs possibles de b,

1 & b
PMLE n ; i n ( )
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Lestimateur par maximum de vraisemblance de p est ainsi tout simplement la moyenne
empirique de I’échantillon. Dans notre exemple, p = 450/500 = 90%.

Propriété e Lestimateur par maximum de vraisemblance est (sous des hypothéses généralement
vérifiées) convergent. La démonstration, plutdt pénible, repose sur 'application de la loi des grands
nombres : le parameétre maximisant la vraisemblance maximise aussi la log-vraisemblance ainsi que la
log-vraisemblance divisée par n.

3.6.1 Exercice

Soit X une variable aléatoire réelle dont la densité de probabilité est donnée par

BN x?
f(x,a)—gexp —~— | pourz € [0, + oof.

20
On pourra vérifier! qu’il s’agit d’une loi de Rayleigh de parameétre d’échelle A = +/20. Ainsi son
espérance et sa variance sont données par
4 —
E(X) = ga et V(X) = 5 dpe

Donner I’estimateur par maximum de vraisemblance de 2. Solution : voir section 3.8.5.

3.7 Estimation de Bayes o

Supposons que plutdt que de ne pas connaitre du tout la valeur du parametre 6, nous ayons une
bonne idée des valeurs qu’il peut prendre. Cette information peut étre tres utile, surtout quand le
nombre d’observations est faible.

Pour en tirer parti, nous allons utiliser une variable aléatoire réelle © a valeurs dans S, dont la loi
Pg est la loi a priori, c’est-a-dire définie avant d’avoir observé un échantillon. Il va maintenant s’agir
d’utiliser la formule de Bayes pour exprimer la loi a posteriori, c’est-a-dire conditionnellement a un
échantillon aléatoire, de ©.

Si © est discrete, la formule de Bayes nous permet d’écrire la loi de O] X1,Xo, ..., X, :
Po (t) [Tizy fe(xi)
Poix;,Xs,..x, (0@ =1) = 5=
e > ues Po(u) IT, fulw:)

Si © est a densité, de densité gg, alors ©|X1,Xo, ..., X, est aussi a densité et la formule de Bayes
nous permet d’écrire sa densité comme :

(3.11)

9o1X1,Xa,... X, () = 90!) Il filer)
bzman f396<u) H?:l fu(@i)du
Ces manipulations de Bayes sont analogues a celles effectuées dans le poly de Probabilités III, en particulier
dans la section « Formule de balayage conditionnel » et dans I'exercice « Loi conjuguées ».

(3.12)

En d’autres termes, 'observation d’un échantillon permet d’ajuster la loi a priori de © en sa loi a
posteriori. Cette idée est au cceur de I'inférence bayésienne.

1. Par exemple sur https://fr.wikipedia.org/wiki/Loi_de_Rayleigh.
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3.7.1 Estimation par maximum a posteriori

Lestimation par maximum a posteriori de € est définie comme une valeur de S qui maximise la loi a
posteriori de ©. Ainsi dans le cas discret,

Omap € arg rgax P®|X1 Xo, i Xn (@ = t) (3.13)
te
et dans le cas a densité,
Omap € arg AKX JO|X1, X2 Xn (t). (3.14)
te

Lestimateur par maximum a posteriori coincide avec I'estimateur par maximum de vraisemblance
si la distribution a priori utilisée est une distribution uniforme.

3.7.2 Estimation de Bayes

Lestimation par maximum a posteriori est limitée dans le cas ou la distribution a postériori est
multi-modale; en effet, le mode le plus grand peut étre difficile a identifier par des algorithmes de
gradient. De plus, elle ne prend en compte qu'un seul point de la distribution a posteriori, plutét que
de la considérer dans son intégralité.

Lestimation de Bayes de 6 est définie comme une valeur de S qui minimise en espérance une
fonction de cofit sur la loi a posteriori de ©. Cette définition est générale, et dépend de la fonction
de cofit utilisée. Nous utiliserons une des définitions les plus courantes, et considérons a partir de
maintenant I'erreur quadratique moyenne (définie section 3.4.3).

Lestimation de Bayes pour I’erreur quadratique moyenne de 6 est ainsi définie par

Opayes € arg rginE([(@\Xl =21,Xy = 29,..., Xn = xn) — 1)]?). (3.15)
te

Propriété Lestimation de Bayes pour I'erreur quadratique moyenne est I'espérance de la distribution
a posterioride © :

Opayes = E(O| X1 = 21,X0 = 29, ..., X, = ). (3.16)
Preuve En effet, posons ¢t € S. Notons W = (0| X; = 21,X2 = z9,...,X,, = x,) pour simplifier
I’écriture. Alors
E((W —t)?) = E(W?) +t* — 2tE(W) = E(W?) 4 [E(W) — t]*> — E(W)2.

Comme ni E(W?2) ni E(W)?2 ne dépendent de ¢, fgayes est obtenue en minimisant (E(W) — )2 et donc
OBayes = E(W). ]

__ Exemple

Reprenons notre exemple de taux de réussite au baccalauréat. Nous supposons maintenant
que p est une réalisation d’'une variable aléatoire © qui suit une loi béta de parametres («,53)
(cf. section 3.8.4) et dont nous notons gg la densité.

Pour calculer I'estimateur de Bayes de p, il nous faut connaitre laloide (0| X7 = x1,X, =
xo, ..., Xn = Tp). © étant a densité, (0| X, = z1,X2 = x9,...,X,, = x,) aussi et la loi
de Bayes, combinée a 'hypothese d’'indépendance et de distribution identique des X, nous
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permet d’écrire sa densité comme
P(X1 =a1,...,Xn = 2|0 = t)ge(t)

961X1=a1,....Xn=zn (t) = P(X; =21,...,.Xp =)
1 n
— 7 (1 — )i (1 — Bt
]P)(Xl ::Bl,...,Xn:J}n)B(Oé,ﬁ) ZI;Il ( ) ( )
1

tb+a_1(1 _ t)n—b—‘-ﬁ—l'

]P)(Xl =21,...,Xp = l’n)B(a>B)

On reconnait ici la densité d’'une nouvelle loi béta. Ainsi (0| X = z1,...,X,, = z,) suit
une loi béta de parametres (b + «) et (n — b+ f3).

Lestimation de Bayes de p est ainsi

. (b+ ) b+ o
—E(O|X) = x1,Xo = T2, ..., Xp, = ) = — :
PBayes (B]X1 = 71,X2 = 79 n = Tn) bta)+(m—b+p) ntatp
Cette premiére égalité est obtenue d’apres la formule donnant I'espérance d’une loi béta (cf

section 3.8.4).

Remarque importante On peut réécrire cette estimation sous la forme
a+ n ~
—— E[0] + ————Pwmik-
n+a+p [©] n+a+ﬁpMLE
Ainsi, 'estimation de Bayes du parameétre p est une combinaison linéaire de I'espérance de sa
distribution a priori et de son estimation par maximum de vraisemblance.

PBayes =

De plus, le coefficient multiplicatif de I’espérance a priori décroit en fonction de la taille
n de I'échantillon, tandis que le coefficient multiplicatif de I'estimation par maximum de
vraisemblance croit en fonction de n. Ainsi, plus I'échantillon est grand, plus I'estimateur de
Bayes fait confiance aux données, et s’éloigne de 'espérance a priori du parametre, dont on
est plus proche avec un petit échantillon.

La figure 3.3 illustre cet exemple.

Remarque Le choix d’une loi béta ne s’est pas fait au hasard. On retrouve ici les lois conjuguées
présentées en exercice de Probabilités III. En inférence bayésienne, on dit qu’une loi a priori et
une loi a posteriori sont conjuguées lorsqu’elles appartiennent a la méme famille. En particulier,
la loi béta est conjuguée a elle-méme pour une vraisemblance de Bernoulli.

3.8 Compléments

3.8.1 Variance de la moyenne empirique

Soit X une variable aléatoire réelle de carré intégrable, d’espérance m et de variance o2. Soient
X1,X9,...,X, indépendantes et identiquement distribuées, de méme loi que X.

Par définition de la variance, 0> = E(X?) — E(X)? donc E(X?) = 02 + m?.
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8 4
61 o .
= distribution a priori
distribution a posteriori
4 X espérance a priori
V  estimation MLE
21 \ estimation de Bayes
01 eV
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
p

FIGURE 3.3 - Loi a priori et a posteriori pour le parametre p dans I'exemple du taux de réussite
au baccalauréat. Sans voir de données, p = 0,80, c’est-a-dire I'espérance de sa loi a priori (croix
bleue). En utilisant uniquement I'échantillon, p = 0,90, c’est-a-dire son estimation par maximum de
vraisemblance (triangle vert). Lestimation de Bayes (rond orange) est intermédiaire.

Posons M,, = % Yo X

2
1 n 1 n n
2 2 2 2
o) =068) s <5 (1353 ) o= e (3030w )
1= 1= 1=

n n n
1
M+ Xix; || -m?= - E(X?) + > E(X)? | —m?,
i=1 j#i j#i
par linéarité de I'espérance et car, pour i # j, X; et X; sont indépendantes et donc E(X;X;) =
E(X;)E(X;) = E(X)2. Ainsi,

1 2
V(M,) = - o2 +m?ii(n—1) m? | —m?= %.
E(X?2) E(X)?

3.8.2 Biais de la variance empirique

Soit X une variable aléatoire réelle de carré intégrable, d’espérance m et de variance o2, Soient
X1,X2,...,X, indépendantes et identiquement distribuées, de méme loi que X.

Posons M, = 15"  X;et S, =157 (X; — M,)% Alors

= ;iE((XZ- — M,)*) = fz E(X7?) + E(M2) — 2E(X;M,))

=E(X?) + E(M?) - - zn:E(XiMn).
=1

Nous avons montré lors du calcul de la variance de la moyenne empirique (section 3.8.1) que E(X?) =
o? + m? et que E(M?2) = m? + Z . De plus, par linéarité de I'espérance,

E(M7) =E ((Tll ZXZ> Mn> = %ZE(XiMn)
=1 =1
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et donc

On obtient ainsi

n

2
o n—1
E(S,) = (6% +m?) — <m2 + > = — 0%
La variance empirique est donc biaisée et son biais vaut

B(Sn) = E(Sy) — 02 = — 0.

n

3.8.3 Solution de I’exercice 3.4.5

La démonstration pour la moyenne empirique M,, a été faite plus haut.
En ce qui concerne Z,,

E(Z,) = 5 (B(Xa) + E(X, 1) = m.

Nous avons assez naturellement envie d’utiliser M, qui utilise toutes les observations, plutét que
Zn, qui n’en utilise que deux.

Pour nous en convaincre, nous pouvons comparer les variances de M,, et Z,,. La variance de la
moyenne empirique est V(M,,) = Z- (voir plus haut). La variance de Z,,, elle, vaut
n

1 o?
V(Z,) = 4 (V(Xy) + V(Xp-1)) = DR
la premiére égalité étant obtenue par indépendance de X, et X,,_1.

Z, est ainsi un estimateur bien moins précis que M,, des que n > 2.
3.8.4 LoiBeta
La densité de probabilité de la loi béta de paramétres o, > 0, définie sur 0 < u < 1, est donnée

par:
ua—l(l _ U)B—l

= 3.17
Fos ) =" pap) o1
ou B(a,f) = FF((CQJFr(B%) et I' est la fonction gamma. L'espérance de cette loi est ;5.
3.8.5 Solution de I’exercice 3.6.1
Soit (21,22, . . . &, ) un échantillon de X de taille n € N*. Lalog-vraisemblance de I’échantillon est

donnée par
2

U(x1,32, ... 2p;0°) = E In <0_25L‘Z’ exp <20f2>> = —nln(o?) + E In(z;) — By E z3.
=1 i=1

i=1
Ainsi, I'estimation par maximum de vraisemblance de o2 est donnée par :

P n 1 n
2 A 2
o?MLE € arg max <—nln(8) + Zln(:cz) 5y le> .

s€ER4 i—1 i—1
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On obtient un point critique de la fonction de R dans R qui & s associe —nIn(s) + > ;" In(z;) —

1 n 2 JOR4 . .
55 2 i1 T7 en annulant sa dérivée, qui vaut :

§ 2

et donc

P

n
02\iE = 1 E x?
2n v

i=1

(On vérifiera que ce point critique est bien un maximum.) Ainsi, étant donné un échantillon aléatoire

(X1,X2,...,X,) de X, I'estimateur par maximum de vraisemblance de o2 est donné par
1 n
_ 2
S = 95 2

Pour aller plus loin

« Unexercice sur la fonction de répartition empirique vous a été proposé dans le poly de Probabilité
II.

+ On peut construire un estimateur par la méthode des moments, qui consiste a faire coincider les
moments théoriques de Py (qui dépendent donc de #) avec les moments empiriques de I’échantillon.
La loi des grands nombres justifie en effet d’approcher la moyenne par la moyenne empirique.
Cette méthode est généralement moins précise que le maximum de vraisemblance.

« Plus la variance d’un estimateur est faible, plus cet estimateur peut-étre considéré comme précis.
La borne de Cramér-Rao est une borne inférieure de cette variance pour un estimateur sans biais,
en se basant sur I'information de Fisher. On dit qu'un estimateur est efficace s’il est non-biaisé et
que sa variance tend vers sa borne de Cramér-Rao.

3.9 QCM
Question 1. Soit (z1,z2, . ..,r,) un échantillon d’'une variable aléatoire X discréte. On suppose que
X suit une loi paramétrisée par . La vraisemblance de (z1,z2, . ..,z,) est donnée par

OPX =21,X =x9,....X =x,,7)

O P(X =21,X =x9,...,.X =x,]7)

O PHIX =21,X =29,...,.X =x,)

O [T, PX = 2il)

O [L2 POIX = i)
Question 2. Soit X une loi exponentielle de parametre \. Uestimateur par maximum de vraisemblance
de \ est donné par

O L, =nln(\) =AY, X;, ou (X1,Xo,...,X,) est un échantillon aléatoire de X

0 A=nln(A) — A oy @i, ou (z1,x2, . . . ,xy) est un échantillon aléatoire de X

O L, = ﬁ, ol (X1,Xo,...,X,) est un échantillon aléatoire de X

OXN= ﬁ, ou (1,2, ... ,T,) est un échantillon aléatoire de X.
=1
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Question 3. % Lestimateur de Bayes est plus proche de I'espérance a priori que de 'estimateur par
maximum de vraisemblance quand la taille de I'échantillon est

O grande
O petite
O c¢a dépend.

Solution
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Deuxiéme partie

Analyse exploratoire

Chapitre 4 Réduction de dimension

Notions: sélection de variables;extraction de variables; analyse en composantes principales; analyse
en composantes principales probabiliste.

Objectifs pédagogiques :

— Expliquer I'intérét de réduire la dimension d’un jeu de données;
— Faire la différence entre la sélection de variables et I'extraction de variables;
— Projeter des données sur un espace de plus petite dimension;

— Mettre en ceuvre des méthodes d’extraction de variables.

4.1 Des séries statistiques aux jeux de données

Nous avons jusqu’a présent travaillé sur des séries statistiques contenant une seule variable. Cependant,
dans la majorité des problemes de sciences des données, nous disposons de plusieurs variables pour
décrire chaque individu.

Lobjet de nos études, a savoir le jeu de données, n’est donc plus un échantillon (z1,z2, . . . ,z,) d'une
variable aléatoire rélle X, mais un échantillon d’'un vecteur aléatoire a valeurs dans un espace X. Nous
considérerons en général que X = RP et que notre jeu de données peut étre décrit par une matrice
X € R"*P, C’est par exemple la matrice de taille 31 x 8 des entrées du tableau 1.1.

Cela suppose que nous disposions d’une représentation p-dimensionnelle pertinente de nos données.
Si celle-ci est assez évidente pour des données comme celles du tableau 1.1, ce n’est pas toujours le
cas. En particulier, les variables qualitatives (comme la colonne « 4ge » du tableau 1.2) doivent étre
représentées par un (ou plusieurs) nombres réels.

Nous supposons dans ce cours que nos données sont présentées sous forme vectorielle; on parle
parfois de données structurées. Ce n’est pas le cas de nombreux types de données telles que du texte,
des images, du son, des séquences d’ADN, ou des molécules chimiques. La question de la représentation
de ces données dites non-structurées dépasse le cadre de ce cours mais est trés importante.

41
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4.2 Notations

Nous essaierons a partir de maintenant de nous en tenir aux notations suivantes :

— Les lettres minuscules (z) représentent un scalaire;

les lettres minuscules surmontées d’une fleche (Z) représentent un vecteur;
— les lettres majuscules (X) représentent une matrice, un événement ou une variable aléatoire;
— les lettres calligraphiées (X') représentent un ensemble ou un espace;

— lesindices correspondent a une variable tandis que les exposants correspondent a une observation :
x; est la j-éme variable de la i-éme observation, et correspond a I'entrée X;; de la matrice X ;

— n est un nombre d’observations et p un nombre de variables.

4.3 Motivation e

Le but de la réduction de dimension est de transformer une représentation X € R"™*P des données
en une représentation X* € R™*" ot m < p. Les raisons de cette démarche sont multiples.

Visualiser les données. Ce n’est pas tiche aisée avec un nombre tres grand de variables. Comment
visualiser n points en plus de 2 ou 3 dimensions ? Limiter les variables a un faible nombre de dimensions
permet de visualiser les données plus facilement, quitte a perdre un peu d’information lors de la transformation.

Réduire les coiits algorithmiques du traitement des données. D’un point de vue purement computationnel,
réduire la dimension des données permet de réduire d’'une part I'espace qu’elles prennent en mémoire

et d’autre part les temps de calcul. De plus, si certaines variables sont inutiles, ou redondantes, il n’est

pas nécessaire de les obtenir pour de nouvelles observations : cela permet de réduire le colit d’acquisition

des données.

Améliorer la qualité du traitement des données. Les algorithmes d’apprentissage supervisé ou de
clustering sont généralement plus performants sur un faible nombre de variables. En effet, si certaines
des variables ne sont pas pertinentes, elles risquent de biaiser les modeles appris.

De plus, les raisonnements développés en faible dimension pour construire un algorithme d’apprentissage
supervisé ne s’appliquent pas nécessairement en haute dimension. C’est un phénomeéne connu sous le
nom de fléau de la dimension, ou curse of dimensionality en anglais.

En effet, en haute dimension, les individus ont tendance a tous étre éloignés les uns des autres. Pour
comprendre cette assertion, plagons-nous en dimension p et considérons 'hypersphére S(Z,R) de

rayon R € R, centrée sur une observation 7, ainsi que I'hypercube C(Z,R) circonscrit a cette hypersphere.
— RP7P/2
Le volume de S(&) vaut m,

2P RP, Ainsi

tandis que celui de C(Z,R), dont le c6té a pour longueur 2R, vaut

Cela signifie que la probabilité qu'une observation située dans C(#,R) appartienne a S(¥,R), qui vaut
T~ 0.79lorsque p = 2 et § ~ 0.52 lorsque p = 3, devient tres faible quand p est grand : les données
ont tendance a étre éloignées les unes des autres.

Deux possibilités s’offrent a nous pour réduire la dimension de nos données :

— lasélection de variables, qui consiste a éliminer un nombre (p —m) de variables de nos données;

— l'extraction de variables, qui consiste a créer m nouvelles variables a partir des p variables dont
nous disposons initialement.
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4.4 Sélection de variables o

La sélection de variables consiste a éliminer des variables peu informatives.

Dans le cas non-supervisé, il s’agit par exemple d’éliminer des variables

— dont la variance est trés faible : leur valeur étant a peu prés la méme pour chaque individu, elles
n’apportent aucune information permettant de distinguer deux individus;

— quisont corrélées a une autre variable : elles apportent alors la méme information et sont redondantes.

Dans le cas supervisé, il s’agit aussi d’éliminer des variables qui ne sont pas pertinentes par rapport
a la tache de prédiction. On peut par exemple

— éliminer, par exemple a I'aide d’un test statistique ou une mesure de corrélation, les variables
indépendantes de I'étiquette a prédire. Remarquez néanmoins que deux variables chacune indépendante
de I'étiquette peuvent étre tres informatives quand on les considere simultanément. Considérez
par exemple, pour X = {0,1}2, un probléme de classification binaire dans lequel I'étiquette y est
donnée par y = x1 @ x5 : les deux variables prises ensemble déterminent parfaitement y, mais
chacune d’entre elles prise individuellement est décorrélée de y;

— chercher a éliminer des variables qui n’améliorent pas la performance d’un algorithme précis.

Nous reviendrons sur la sélection de variables supervisée quand nous parlerons du lasso (section 7.6).

4.5 Analyse en composantes principales e

La méthode la plus classique pour réduire la dimension d'un jeu de données par extraction de
variables est I'analyse en composantes principales, ou ACP. On parle aussi souvent de PCA, de son
nom anglais Principal Component Analysis.

4.5.1 Maximisation de la variance e

Lidée est de représenter les données selon leurs axes de plus grande variation, de sorte a pouvoir
continuer a distinguer les observations les unes des autres dans leur nouvelle représentation (cf. figure 4.1).
Ainsi, une ACP de lamatrice X € R"*P est une transformation linéaire orthogonale qui permet d’exprimer
X dans une nouvelle base orthonormée, de sorte a maximiser la variance de la projection de X sur les
axes de cette nouvelle base. De plus, on ordonne ces axes, appelés composantes principales, abrégées
en PC pour Principal Components, par variance décroissante. Plus précisément, étant donné m < p, on
appelle m composantes principales de X € R"*P une liste (w,ws, ... ,wy,) de vecteurs w; de RP,
vérifiant, pour tout j = 1,...,m:

w; € arg max var(X )
wWERP
Il = 1 &

(W, ) = 0 pour tout k < j

4.5.2 Standardisation

Dans la suite de cette section, nous supposons que les variables ont été standardisées de sorte
a toutes avoir une moyenne de 0 et une variance de 1, pour éviter que les variables qui prennent de
grandes valeurs aient plus d’'importance que celles qui prennent de faibles valeurs. C’est un pré-requis
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FIGURE 4.1 - La variance des données en deux dimensions est maximale selon I’axe indiqué par la fleche.

de I'application de I’ACP. Cette standardisation s’effectue par :
i R
: - — T

J

T 4 J ,
1 n l 77)2
\/ﬁ Zl:1(%’ - T;)

ol Tj = ;Y- 4. On dira alors que X est centrée : chacune de ses colonnes a pour moyenne 0 et
réduite : chacune de ses colonnes a pour variance 1.

X

(4.2)

__ Exemple

Considérons la matrice de données

1.0 20.0
2.0 10.0
X = [3.0 50.0
4.0 30.0
5.0 40.0

La variance de la premiére colonne vaut 2.0 tandis que celle de la deuxiéme colonne vaut
200.0. Peut-on pour autant en conclure que la deuxieme variable « varie » plus que la premiere,
alors que les valeurs qu’elle prend sont simplement proportionnelles a celles prises par la
premiere?

La version standardisée de X est

—1.414 —-0.707
—-0.707 —-1.414
0.0 1.414
0.707 0.0
1.414  0.707

4.5.3 Décomposition spectrale de la covariance e

Matrice de covariance La matrice de covariance empirique d'une matrice de données X € R™*P est
une matrice 3 € RP*? telle que 3, = cov (£;,@}) pour tout j,k = 1,...,p.Ici &; € R" représente la
série statistique composée des n observations de la j-éme variable. Ainsi, si les données sont centrées-

réduites,
n

1 o e~ . . 1, _
Yig=— Z(a:; —T;)(zy, — T) = - Zwéx}c = 5<33j733k>
i=1 i=1
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et ¥ = 1 X T X est une matrice symétrique avec  sur la diagonale (car ¥;; = var(z;) = 1).

Proposition Soit X € R"*P une matrice centrée et > = %X T X samatrice de covariance empirique.
Les composantes principales de X sont les vecteurs propres de X, ordonnés par valeurs propres décroissantes.

Preuve ee

— Considérons un vecteur @ € RP. La moyenne de X vaut O car les variables (21, ... ,%),) sont
elles-mémes de moyenne nulle (X étant centrée). La variance de X« vaut donc
2

var(X ) = Tllzn: sz-wj = | Y.

— Appelons maintenant @, € RP la premiére composante principale de X. w; est de norme 1 et
telle que la variance de X wj; est maximale :
Wy € arg max (szw) avec |13 = 1. (4.3)
wWERP
1l s’agit d'un probleme d’optimisation quadratique sous contrainte d’égalité, que I'on peut résoudre
(cf section 2.2.1 du poly d’Optimisation) en introduisant le multiplicateur de Lagrange oy > 0 et
en écrivant le lagrangien

L(ay @) =0 'S0 — oy ()3 — 1)

Le maximum de @ ' ¥4 sous la contrainte || ||2 = 1 est égal & ming, supgege L(a1,17). Le
supremum du lagrangien est atteint en un point ot son gradient s’annule, c’est-a-dire qui vérifie

2% — 2aqwW = 0.
Ainsi, Y, = aqw et (aq,w;) forment un couple (valeur propre, vecteur propre) de .
Parmi tous les vecteurs propres de ¥, est celui qui maximise la variance @] X = o || ||2 =

1. Ainsi, o est la plus grande valeur propre de X (rappelons que ¥ étant définie par X ' X est
semi-définie positive et que toutes ses valeurs propres sont positives).

— La deuxiéme composante principale de X vérifie
Wy = arg max (u_J’TEu?> avec ||w)|3 = 1 et wy wy = 0. (4.4)
wWERP

Nous introduisons donc maintenant deux multiplicateurs de Lagrange ay > 0O et f2 > 0 et
obtenons le lagrangien

L(ag,B2,0) = @ "0 — ag ([|d]|5 — 1) — Boit .
Comme précédemment, son supremum en w est atteint en un point ot son gradient s’annule :
22@2 — 20&21172 — ﬁg’lﬁl = 0.
En multipliant a gauche par u_J'IT, on obtient
2] Sy — 200010 Wa — Bot] Wi = 0.

Comme ] Y1y = 0 puisque les '; sont centrées, et que @ Wy = 0 et @ w; = 1 par définition
(équation (4.4)), on en conclut que 32 = 0. En remplagant dans '’équation précédente, comme
pour i, on obtient 2Xwy — 2aqwWy = 0. Ainsi («g,ws) forment un couple (valeur propre,

vecteur propre) de X, distinct de (aq,w), et ao est maximale : il s’agit donc nécessairement
de la deuxieme valeur propre de 3.

— Le raisonnement se poursuit de la méme maniére pour les composantes principales suivantes.

O
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Preuve alternative ee Alternativement, on peut prouver ce théoréme en observant que ¥, étant
définie positive, est diagonalisable par un changement de base orthonormée : ¥ = QTAQ, ot A €
RP*P est une matrice diagonale dont les valeurs diagonales sont les valeurs propres de X. Ainsi,

L 2T A -

W b = @ QTAQW = (Quwh) ' A (Quy).
Sil’'on pose ©' = Qy, il s’agit donc pour maximiser 1, ¥ de trouver @ de norme 1 () étant orthonormée
et w; de norme 1) qui maximise

p
2
Z”a Aj
j=1

Pourtoutj =1,...,p,ona\; > 0 (car X est définie positive) et 0 < vjz < 1car ||9]|2 = 1. Ainsi,
P
2
vid; < | max A; max \j,
Z J ]_< L.,p >Z ]_317--71) J
7j=1
et ce maximum est atteint quand v; = 1 et v, = 0 pour tout k& # j. On retrouve ainsi que w; est le
vecteur propre correspondant a la plus grande valeur propre de ¥, et ainsi de suite. O

4.5.4 Décomposition en valeurs singuliéres oe

Définition/Proposition Toute matrice X € R™*P peut étre décomposée sous laforme X = UDV T,
avec U € R™™ et V € RP*P orthogonales et D € R™*P une matrice diagonale positive (c’est-a-dire
que ses coefficients diagonaux D;; pour i = 1,..., min(n,p) sont positifs ou nuls et les coefficients
hors diagonale sont nuls).

Cette décomposition est appelée décomposition en valeurs singuliéres, ou SVD pour Singular Value
Decomposition, et les coefficients diagonaux D;; sont les valeurs singuliéres de X, c’est-a-dire les racines
des valeurs propres de X ' X.

Preuve Lamatrice X | X étant positive semi-définie, il existe d’aprés le théoréme spectral une matrice
orthogonale V' € RP*? telle que

VT (XTX) V= [ﬁ 8] (4.5)

avec A € R™*" diagonale, de coefficients strictement positifs, de méme rang » < min(n,p) que X.

En décomposant V' en deux blocs : V' = [V1 Vg] avec V; € RPX" et Vo € RPX(P=7) on peut
réécrire I’équation (4.5) comme

ViI'XTxvi V' XTXWw] [ - (A0
VS XTXVE VS XTXVa| — |V (X X ) i vl=1y
et identifier V' X T XV = A,
Posons maintenant U; = (XV;)A~Y2 ¢ R U U, = A™V2(XV)T(XV)A/2 = T, et
on peut étendre les colonnes orthonormées de Uy par Us € R™*(n=7) de sorte & former une base
orthonormée de R™*" et obtenir U = [U, U] orthogonale.

A2
=% 1)

Enfin, posons

avec D € R™*P - autrement dit, on ajoute (p — ) > 0 colonnes de zéros et (n — r) > 0 lignes de zéros
aAl2,
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On a maintenant
1/2 T
upvT =ty U] [AO 8] [ET] = U, APYT = (XA AT = X,
OJ

Relation entre SVD et PCA  Ainsi, les composantes principales d'une matrice centrée sont ses vecteurs
singuliers a droite (les colonnes de V), ordonnés par valeur singuliére décroissante.

Preuve Factorisons X souslaforme UDV " avecU € R"*" etV € RP*P orthogonales, et D € R™*P
diagonale (c’est-a-dire que les coefficients D;; pour i # j sont nuls) dont les coefficients diagonaux
sont les valeurs singuliéres de X. Alors

nE=X'X=VDU'UDV' =VvD?*V'
et les valeurs singuliéres de X (les coefficients diagonaux de D) sont les racines carrées des valeurs

propres de nY, tandis que les vecteurs singuliers a droite de X (les colonnes de V) sont les vecteurs
propres de nX. O

4.5.5 Choix du nombre de composantes principales e

Réduire la dimension des données par une ACP implique de choisir un nombre de composantes
principales a conserver. Pour ce faire, on utilise la proportion de variance expliquée par ces composantes.

La proportion de variance de la matrice de données X € R"*P expliquée par ses m premiéres
composantes est calculée comme :

e var(Xd;) o tarttany
Soh_ var(Xw;) trace(X) ’

ollag > aig > -+ > qyp sont les valeurs propres de X par ordre décroissant.

(4.6)

Il est classique de s’intéresser a I’évolution, avec le nombre de composantes, soit de la proportion
de variance expliquée par chacune d’entre elles, soit a cette proportion cumulée. On peut représenter
visuellement ces proportions sur un scree plot (figure 4.2), utilisé pour déterminer le nombre de composantes
qui expliquent ensemble un pourcentage de la variance fixé a priori (95% sur la figure 4.2b), ou le
nombre de composantes a partir duquel ajouter une nouvelle composante n’est plus informatif (« coude »
sur la figure 4.2a).

4.6 Factorisation de la matrice des données o

Soit W € RP*P la matrice de toutes les composantes principales de X € R"*?. Posons m < ple
nombre de composantes principales choisies, et W € RP*™ la matrice des m premieres composantes
principales de X (autrement dit la concaténation des composantes principales w1 ,ws, . . . 2, exprimés
comme vecteurs colonnes). La nouvelle représentation dans R™ d’un individu ¥ € RP est donnée par
sa projection sur (wy,wWs, . . . ,Wy,) :

h=2ZW. (4.7)

On obtient la représentation m-dimensionnelle des n individus de X par
H=XW. (4.8)
Lamatrice H € R™*" peut étre interprétée comme une représentation latente (ou cachée, hidden

en anglais d’ou la notation H) des données. C’est cette représentation que ’on a cherché a découvrir
grace a I'ACP.
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1
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1
1
1
0.1 1
1
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0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
Nombre de PC Nombre de PC
(A) Proportion de variance expliquée par (B) Proportion cumulée de variance expliquée
chacune des composantes principales. A partir par chacune des composantes principales. Si on
de 6 composantes principales, ajouter de se fixe une proportion de variance expliquée de
nouvelles composantes n’est plus vraiment 95%, on peut se contenter de 10 composantes
informatif. principales.

FIGURE 4.2 - Choix du nombre de composantes principales a I'aide de la variance expliquée.

4.6.1 Erreur de reconstruction e

Si on utilise toutes les composantes, la représentation latente de X est donnée par
H=XW;H eR"™P, (4.9)

Les colonnes de W étant des vecteurs orthonormés (il s’agit de vecteurs propres de X " X), on peut
multiplier I'équation (4.9) a droite par W T pour obtenir une factorisation de X :

X=HW'. (4.10)

En se restreignant a m < p composantes, la multiplication a droite par W7 de la représentation
latente H est une approximation de X :

Z=HW'. (4.11)
Z € R™*P peut étre interprétée comme une reconstruction des données dans R? a partir de leur
représentation latente dans R™,

On peut alors calculer I'erreur de reconstruction comme la somme des carrés des distances entre
les individus Z* et leur reconstruction z'* :

n
Erry, = ) _||&° = 272 (4.12)
=1

2 n

23

i=1

2 n p

i=1 j=m-+1

Lerreur de reconstruction vaut
n P m p
E Hijwj — E Hijwj E Hijwj
j=1 j=1 J=m+1

Err,, = Z
i=1
cette derniére égalité venant de ce que les vecteurs w; sont orthogonaux et de norme 1. Ainsi, I'erreur
de reconstruction est la somme des carrés des coefficients des dimensions qui n’ont pas été prises en
compte.

Comme H = X W, on peut réécrire I'erreur de reconstruction comme

n p p
B ST oi=2iT - e
Err,, = E g w; T Wy = E ijwj .

i=1 j=m+1 j=m+1
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Ainsi, maximiser la variance » ", ; Eu‘ijT est équivalent a minimiser 'erreur de reconstruction car

Z§:1 wj EzﬁjT = trace(X). C’est une autre justification de I’ACP.

4.6.2 Analyse factorielle oo

L'équation (4.10) s’inscrit dans le cadre plus général de I’analyse factorielle. Il correspond a considérer
que les données sont les réalisations d’un vecteur aléatoire (X1,X>,...,X,) obtenues par

(Xl,XQ,...,Xp) = W(Hl,HQ,...,Hm) + €, (4.13)

ou (Hq,Hs, ... Hy,) est le vecteur aléatoire latent qui génére les données et € un bruit gaussien : € ~
N(0,%), avec ¥ € RP*P,

Supposons maintenant que (Hy,Ha,...,H,,) est un vecteur aléatoire gaussien m-dimensionnel,
d’espérance 0 (les variables latentes sont elles aussi centrées) et de covariance I,,, ou I, est la matrice
identité de dimensions m x m. Alors (X1,Xa,...,X},) est lui-méme un vecteur aléatoire gaussien,
d’espérance nulle et de covariance WW T 4 U,

Si 'on suppose de plus que € est un bruit isotropique, autrement dit que ¥ = o1, alors
(X1,X2,...,.Xp) ~ NOWW T +621,).
On peut alors estimer les paramétres W et o2 par maximum de vraisemblance; c’est ce qu’on appelle
’ACP probabiliste.

L'ACP que nous venons de voir est un cas limite de ’ACP probabiliste, obtenu quand la covariance
du bruit devient infiniment petite (¢ — 0) 1.

On peut plutdt faire la supposition plus générale que W est une matrice diagonale. Les valeurs de W
et U peuvent une fois de plus étre obtenues par maximum de vraisemblance. C’est ce que 1'on appelle
I'analyse factorielle. Dans I'analyse factorielle, les composantes principales (les colonnes de W) ne
sont pas nécessairement orthogonales. En particulier, il est donc possible d’obtenir des composantes
dégénérées, autrement dit des colonnes de W dont toutes les coordonnées sont 0.

Pour aller plus loin

+ Une variante populaire de I’analyse factorielle est la factorisation positive de matrice (ou NMF
pour non-negative matrix factorisation), qui permet lorsque toutes les entrées de X sont positives,
de chercher a la décomposer sous la forme HW ou H et W ont elles aussi toutes leurs entrées
positives. Cela facilite leur interprétation.

« 1l existe de nombreuses approches de réduction de dimension non-linéaires, autrement dit qui
permettent de construire des composantes qui ne sont pas des composantes linéaires des variables
initiales. Parmi elles :

— le positionnement multidimensionnel, ou MDS pour multidimensional scaling, qui cherche
a préserver la distance entre les individus. Dans le cas de la distance euclidienne, on se
raméne a ’ACP; mais il est possible d’utiliser d’autres distances, y compris des distances
non-métriques.

— le t-SNE (prononcé « ti-sni »), pour t-Student Neighborhood Embedding, qui cherche a approcher
la loi des distances entre individus par une loi de Student.

1. Vous en trouverez la preuve dans I'article Probabilistic principal components andlysis, M. E. Tipping & C. M. Bishop, Journal
of the Royal Statistical Society Series B, 61 :611-622 (1999).
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— le UMAP, pour Uniform Manifold Approximation and Projection qui suppose les individus uniformément
distribués sur une variété riemanienne qu’il s’agit d’approcher.

« Enfin, nous verrons au chapitre 8 que la derniere couche cachée d’'un réseau de neurones profond
peut étre considérée comme une nouvelle représentation des données prises en entrée par ce
réseau de neurones. On parle ainsi parfois d’apprentissage de représentation (representation learning)
plutét que d’apprentissage profond.

4.7 QCM

Question 1. Quelle sont les coordonnées de la premiére composante principale des données décrites
sur la figure 4.37

10
0 (1,1) .
8<
O (1,0) 9
R [ ]
O (v2,0) 4
2<
()< p!

0 2 4 6 8 10
X1

FIGURE 4.3 - 11 individus représentés par 2 variables x; et xs.

Question 2. Parmi les affirmations ci-dessous, lesquelles sont vraies ? On considére un jeu de données
X € R™"*P de n individus en p dimensions.

La réduction de dimension reléve de I'apprentissage supervisé.
La réduction de dimension releve de I'apprentissage non-supervisé.
La réduction de dimension facilite la visualisation des données.

L'analyse en composantes principales de X permet de créer jusqu’a n nouvelles dimensions.

O 0o ogood

Les nouvelles variables créées par une analyse en composantes principales sont des combinaisons
linéaires des p variables.

O

L'analyse en composantes principales de X s’obtient par une décomposition spectrale de X.

O

La sélection de variables consiste a conserver uniquement les variables dont la variance est la
plus faible.



4.7. QCM 51

Solution
-a1qrey snid e[ 3sa
9JUBLIBA B[ JUOP SI[QBLIBA S3[ LUILUIJY B ISISUOD SS[qBLIBA 9P UOIIII[9S op Sanbiuyda) sap aun ‘X v
*aqrey snid

B[ 159 9JUBLIBA B[ JUOP SI[QBLIBA SO] JUSUIINDIUN J9AIOSUOD B 9]SISUOD SS[qBLIBA 9P UOII3[9S BT [
"X | X op o[eazoads uonyisodwodp e[ ap 313e,S [1 ‘XNVA

"X 9p aea3dads uonisodwodgp sun aed Jusriqo,s x ap soredourid sajuesodwiod us asAeue;] [
"So[qeLIBA d SOp SaITeUI]

suosTeuIquiod sap juos sajedourid sajuesodwiod us asATeue aun Jed $999.15 SI[qRLIBA SO[[9ANOU ST [A

‘suorsuawp sa[[eanou d e,nbsnl 10915 ap Jownrad oo ‘XNv4
"SUOISUSWIP sa[[oAnou u ,nbsn( 1e910 ap jowtad y ap seedounid sajuesoduwiod us asA[eue;] [
"SOUUOP SIP UOIJBSI[ENSIA B JI[I0B] UOISUSWIP 3P UOHIINPII BT [
‘uorsnjuod e 1a39ad 3nad mb a0 ‘aandrpaad asAeue, p
sed uou 3o saguuop sap aarojeio[dxes asA[eue,p 13e,s |1 Jed 9siatedns-uou a3esspuaadde, | suep
a9ssepd 30In[d Juaanos juepuaded 359 A7 *(dIV,[ ‘O[dwrexs aed) gsiagzadns-uou adessrjuaadde,|
op no (933enbe oun JusWIWAPIAY JuaIIMbal 933onbng,| op sejuepuadgpur so[qelieA sop
uorjeurwI(y,| ‘ojdurexs aed) asiazadns aZessriuaadde,| ap Joas[ax Jnad uoIsUSWIP op UOHIINPAL BT —
*Z Uorsanp

[ G T
<? ?) ouop
310 ‘T SULIOU 3P ‘S[eUOZLIP B[ 9P JN2JIaIIp INajdaA 9] 359 ofedourid ajuesoduwiod asgrwaad ef ‘Isury
‘¢x = Tz uonjenby p s[eUOZeIp B[ 159 SOUUOP SIP UONeLIeA spuetd snjd op UODAIIp BT  “T UOIISaNY



52 CHAPITRE 5. BONNES PRATIQUES

Chapitre 5 Bonnes pratiques

Notions: visualisation de données, représentativité des données, équité des algorithmes, confidentialité
des données, anonymisation, responsabilité.

Objectifs pédagogiques :

— S’interroger sur la pertinence d’'une analyse de données et la validité des conclusions qui en sont
tirées.

La science des données n’est pas uniquement une discipline technique : comme souvent en ingénierie,
nous ne pouvons pas dissocier les calculs que nous faisons de la question posée ni de leur utilisation.
Ce chapitre n’a pas vocation a étre un cours d’éthique !, mais a vous donner quelques points d’entrée
pour vous amener a vous poser des questions sur 'usage de la science des données, de I'apprentissage
automatique et de l'intelligence artificielle. Pour cette raison, vous trouverez plus de liens externes
(cliquables dans la version PDF de ce document) qu’a ’habitude a travers le texte de ce chapitre, pointant
tant vers des publications scientifiques que des blogs de vulgarisation ou des articles de presse grand
public. N’hésitez pas a poursuivre vos propres lectures sur le sujet.

Nous motiverons ce chapitre par deux citations : la premiere, attribuée a Benjamin Disraeli par Mark
Twain, “There are three kinds of lies : lies, damned lies, and statistics”, et la seconde, attribuée a George Box,
“All models are wrong, but some are useful”.

5.1 Visualisation de données

La fagon dont vous choisissez de représenter vos données ou vos résultats a un impact fort sur le
message que vous essayez de faire passer.

Mi-mai 2020, le Department of Public Health de I’Etat de Géorgie (Etats-Unis d’Amérique) a publié
le diagramme en barres de la figure 5.1a. Regardez bien I'axe des abscisses : le message vous semble-t-il
le méme quand les dates sont ordonnées de maniére chronologique, comme sur la figure 5.1b?

Il est donc tres important de vous assurez que vos graphiques soient lisibles et qu'ils traduisent
clairement votre message sans déformer les données. La visualisation des données, ou dataviz, est un
champ d’études a part entiere. Nous nous contenterons ici de citer quelques principes parmi les plus
importants.

5.1.1 Des graphiques clairs et lisibles
Unbon graphique doit pouvoir étre compréhensible de maniére autonome, c’est-a-dire sans référence
au texte. Pour cela, quelques éléments généraux, valables bien au-dela de ce cours :

— Pour étre compréhensible, un graphique doit comporter un certain nombre d’éléments indispensables
a sa compréhension, et en particuilier :

— un titre;

— une légende;

1. Léthique peut étre définie comme 1'étude de la justification d’ue action a partir de normes, régles juridiques ou
déontologiques, valeurs morales, intuitions et traditions qui peuvent étre multiples et contradictoires au sein d’'une méme
société.



5.1. VISUALISATION DE DONNEES

Top 5 Counties with the Greatest Number of Confirmed COVID-19 Cases

The chart below represents the most impacted counties over the past 15 days and the
number of cases over time. The table below also represents the number of deaths and
hospitalizations in each of those impacted counties.
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Top 5 Counties with the Greatest Number of Confirmed COVID-19 Cases

The chart below represents the cted counties over the past 15 days and the number of cases over
time. The table below also represents the eaths and hospitalizations in each of those impacted

counties.

County

LRt e,

(B) Deuxiéme version du diagramme en barres.

(a) Premiére version du diagramme en barres.

FIGURE 5.1 - Deux variantes du méme diagramme en barres publiées par le Department of Public Health
de I'Etat de Géorgie a propos du nombre de cas de CoVid19.

— le nom des axes, 'unité des variables représentées, et 'échelle si elle n’est pas linéaire (par
exemple, échelle logarithmique).

— Pour qu'un graphique soit lisible, ses éléments doivent étre suffisamment grands. Attention en
particulier a:

— lataille des textes (Iégendes, graduations, etc.);
— lataille des marqueurs et I'épaisseur des traits.

— Pour étre lisible, un graphique ne doit pas comporter d’éléments superflus. En particulier, il vaut
mieux éviter

— de représenter trop d’informations/éléments a la fois; il est difficile de garder en mémoire
plus de 7-10 éléments a la fois

— dutiliser trop de couleurs différentes, surtout si elles ne contiennent pas d’information.

5.1.2 Le choix des axes

Le choix des échelles et intervalles d'un graphique a une influence sur son interprétation.

Pour un diagramme en barres, ne pas faire commencer les axes a 0 peut artificiellement gonfler les
différences entre les différentes barres. Ainsi, le diagramme de la figure 5.2a indique que le modele 4 est
bien supérieur aux autres, tandis que celui de la figure 5.2b montre des performances trés comparables
entre les différentes méthodes. (Dans ce cas précis, il serait de toute facon souhaitable de répéter
plusieurs fois I’entrainement et 'évaluation, par exemple avec une validation croisée (que nous verrons
section 7.2.3) et de produire des barres d’erreurs.)

A Tinverse, il pourra étre préférable pour un diagramme dont le but est non pas de comparer
les valeurs absolues de variables mais plut6t de présenter leur évolution que ’axe des ordonnées ne
commence pas a zéro. Ainsi, la figure 5.3a indique une température tres stable, tandis que la figure 5.3b
permet de mieux rendre compte des variations.

5.1.3 Proportional ink ou principe de I’encre proportionnelle

De maniére générale, il est recommandé, lorsque 'on utilise des surfaces pour représenter des
nombres (par exemple, les rectangles d'un diagramme en barres), que ces surfaces soient d’aires proportionnelles
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FIGURE 5.2 - Deux fagons de présenter la comparaison des performances de 4 modéles.
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FIGURE 5.3 - Deux facons de présenter I’évolution des températures moyenne de la table 1.1.

aux nombres en question. On retrouve d’ailleurs ici I'idée de commencer les barres d’un diagramme en
barres a 0.

1l faut cependant faire aussi attention a ce que les surfaces en question soient faciles a comparer
visuellement. Un diagramme camembert est ainsi préférable a un graphique a bulles ; mais un diagramme
en barres est généralement plus lisible qu'un diagramme camembert. La figure 5.4 l'illustre. 1l s’agit
d’une variante d’une expérience menée au début des années 1980 et souvent considérée comme fondatrice
en dataviz.

Remarquez ici que le diagramme en barres serait encore plus lisible sans couleurs (elles n’apportent
rien) et en ordonnant les catégories par proportion.

5.1.4 Dyschromatopie

Nous ne percevons pas les couleurs de la méme fagon. Une forte proportion de la population est

atteinte d’une forme ou d’une autre de dyschromatopie, la plus fréquente étant la deutéranopie (incapacité
de différencier rouge et vert).

Pour assurer une accessibilité maximale, utilisez des échelles de couleurs adaptées. 1l est difficile
de s’adapter a toutes les dyschromatopies; néanmoins le cycle par défaut de matplotlib est supposé


https://www.jstor.org/stable/2288400
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FIGURE 5.4 - Trois fagons de représenter les proportions de 8 catégories. Quelle(s) représentation(s)
permettent de les classer aisément par ordre croissant ?

étre relativement adapté. Pour des heatmaps, favoriser les échelles de couleur viridis ou cividis (voir
figure 5.5). Des outils comme CBLIS ou Funkify vous permettent de simuler différentes dyschromatopies
pour vérifier la lisibilité de vos graphiques.

Vous pouvez aussi augmenter la lisibilité de vos graphiques en utilisant des indices supplémentaires
(épaisseur de trait, hachures, forme des points, ordonner les 1égendes dans le méme ordre que les
courbes, etc.) et en doublant vos images d’une description textuelle alternative pour les personnes
non-voyantes.
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FIGURE 5.5 — Athletes de la PC2, représentés selon deux composantes, et colorés en fonction de leur
classement, selon trois échelles de couleur différentes.

5.2 Equité des algorithmes

Une question importante qui se pose constamment en science des données est celle de la reproduction
des biais. En effet, un modele appris sur un jeu de données peut facilement reproduire des biais de ce
jeu de données, qu'ils soient explicites ou implicites.

Un exemple qui revient souvent est celui d'un algorithme de ressources humaines utilisé par Amazon.
Le modele avait tendance a rejeter les candidatures posées par des femmes. En effet, il était entrainé
sur des données internes a I'entreprise, dont les recrutements étaient fortement biaisés en faveur des
hommes. Bien que le genre n’ait pas été une variable utilisée pour décrire les candidatures, le modele
détectait dans le texte des CV des informations corrélée dans le jeu d’entrainement au rejet d’une


https://www.color-blindness.com/coblis-color-blindness-simulator/
https://www.funkify.org
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candidature mais qui s’avéraient surtout traduire qu’elle était posée par une femme (éducation dans
un établissement non-mixte réservé aux femmes; appartenance a une équipe de sport féminin, etc.).

Ainsi, ce n’est pas parce qu'un modeéle statistique est purement mathématique qu’il est impartial;
en particulier, un modéle ne peut pas étre de meilleure qualité que son jeu d’entrainement. Il faut
donc réfléchir a la représentativité des données : peut-on bien considérer qu’il s’agit d'un échantillon
aléatoire de la population qui nous intéresse, ol ne correspondent-elles qu’a une sous-population spécifique ?

Un autre exemple de reproduction des biais apparait dans une publication de 2016 qui présente
un classifieur capable de distinguer criminels de non-criminels a partir de simples photos. Cependant,
les clichés de criminels étaient des photos administratives prises de face, sans sourire, tandis que les
photos de non-criminels étaient des clichés plus flatteurs : le modele détectait en fait les sourires. On
retrouve treés souvent ce type d’erreurs, diies a un facteur confondant : on croit arriver a séparer des
images sur leur contenu alors qu’on utilise principalement leur luminosité; ou a trouver des facteurs
génétiques influencant le niveau économique, alors que celui-ci est fortement corrélé dans les données
ala couleur de peau; et ainsi de suite.

Cette étude souléve par ailleurs une question plus large, qui est celle de la pertinence de ce genre
de modele; la question de I'équité des algorithmes ne se raméne pas qu’aux biais dans les données,
mais peut aussi concerner leur pré-traitement, le choix de la question qu’on leur fait résoudre, ou les
décisions prises sur leurs résultats.

La question de I'équité des algorithmes est un sous-domaine important de 'apprentissage automatique,
et se pose d’autant plus que ses applications s’étendent a des domaines divers et variés touchant de
nombreux aspects de nos sociétés : recrutement mais aussi sécurité, santé, justice, etc. C’est le sujet par
exemple de 'organisation Fairness, Accountability and Transparency in Machine Learning.

Pour autant, il n’y a pas actuellement (et il n’y aura vraisemblablement jamais) d’outils ou de procédures
permettant de garantir cette équité. 1l est ainsi nécessaire de comprendre I'origine possible des biais,
ainsi que de développer des outils pour les mesurer.

Si quelques outils pour I'évaluation d’outils numériques du point de vue éthique ont vu le jour ces
dernieres années, comme Aequitas aux USA, ceux présentés dans une précédente version de ce poly
ont déja disparu, illustrant les difficultés de ce sujet.

5.3 Fiabilité

Du diagnostic automatisé aux véhicules autonomes, nous avons de plus en plus envie d'utiliser
I'intelligence artificielle, qui présente de nombreuses opportunités. Mais comment faire confiance aux
modeles et algorithmes qui en sont issus? Plusieurs questions se posent en plus de celle de I'équité
discutée plus haut.

Vérifiabilité lessystémes d’IA ont-ils le comportement attendu? Les méthodes formelles typiquement
utilisées en informatique pour les programmes utilisés en avionique ne se prétent guére aux modeles
de l'apprentissage automatique, méme si de récents travaux émergent sur le sujet.

Explicabilité et interprétabilité 1ls’agit aussi de vastes champs d’étude. Si une régression linéaire est
relativement interprétable (cf. PC 3), des modéles paramétriques plus complexes tels que ceux produits
par des réseaux de neurones artificiels (voir chapitre 8) le sont beaucoup moins.

Spécification La description précise du comportement attendu peut-elle aussi étre délicate : quel
choix doit faire un véhicule autonome entre renverser une fillette et emboutir une moto avec deux
passagers? Le MIT Media Lab propose par exemple La Machine Morale, une plateforme permettant
d’explorer divers dilemmes moraux posés par la prise de décision de machines intelligentes.


https://callingbullshit.org/case_studies/case_study_criminal_machine_learning.html
https://facctconference.org
http://aequitas.dssg.io/
https://formal-paris-saclay.fr/
http://moralmachine.mit.edu/hl/fr
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Robustesse Les modeles sont-ils robustes aux attaques ? Depuis 2015, les exemples montrant qu’il est
possible d’induire facilement en erreur un modele appris par apprentissage automatique s’accumulent.

Ces exemples incluent I'ajout de bruit indétectable a 'ceil ou a I'oreille, la modification d’un seul pixel

d’une image, ou'empoisonnement d’'un jeu de données, qui consiste a introduire au moment de 'apprentissage
un faible nombre d’exemples mal étiquetés ou ingénieusement calibrés pour induire un comportement
indésirable.

De méme qu’en cryptographie ot de nouveaux protocoles émergent pour faire face a de nouvelles
attaques de hackers, 'apprentissage automatique progresse aussi pour répondre aux attaques adversariales.
De récents travaux montrent méme qu’en raison du fléau de la dimension, les attaques adversariales
sont inévitables en grande dimension.

Reproductibilité La démarche scientifique repose sur la reproductibilité des expériences. Se posent
alors la question de la disponibilité des données, qui peut étre limitée pour des raisons de confidentialité,

et celle des ressources informatiques qui peuvent étre nécessaires a entrainer certains modeles. Reproduire
des résultats obtenuse en faisant tourner 800 processeurs graphiques (GPUs) pendant 3 semaines nécessite
des ressources financiéres importantes (on rejoint ici des questions de colit énergétique et écologique
abordées dans la section 5.5).

Responsabilité Qui est responsable en cas de faillite d'un systeme d’IA : I'IA est-elle responsable ? Ou
bien la personne qui l'utilise ? Ou encore celle qui I'a construite ? La question s’est par exemple posée
lorsqu’un véhicule autonome a fauché une piétonne en mars 2018.

5.4 Confidentialité des données

Une grande partie des données utilisées en science des données sont des données personnelles,
c’est-a-dire que les individus qu’elles décrivent sont des personnes. Nombre d’entre nous s’inquiétent
de ce que les données qui nous concernent, qu’elles soient médicales, de localisation géographique, ou
concernent notre activité numérique, soient utilisées a bon escient.

Les discussions autour des applications de tragage de contacts dans la lutte contre la propagation
du coronavirus ont bien illustré cette préoccupation.

En tant que data scientists, comment nous assurer que nous ne compromettons pas la confidentialité
des personnes dont nous manipulons les données? Deux types de solutions techniques sont possibles.

Dé-identification algorithmique 1l s’agit de s’assurer que I'on ne puisse pas remonter des données
aux individus. Parmi ces techniques, 'anonymisation consiste a supprimer suffisamment d’informations
identifiantes pour empécher la réidentification. Ces informations sont dites directement identifiantes
s'il s’agit de caractéristiques personnelles uniques (nom, numéro de sécurité sociale, numéro de téléphone,
etc.) et indirectement identifiantes si elles permettent d’identifier la personne de maniére unique
quand elles sont croisées avec d’autres données (code postal, date de naissance et lieu de travail pris
ensemble peuvent étre indirectement identifiants). Par contraste, la confidentialité différentielle, ou
differential privacy en anglais cherche plutét a garantir que les résultats d’'une analyse sur une base de
données soient presque identiques qu’un échantillon soit présent ou non.

Sécurité desbasesde données Cetaspect inclut par exemple le chiffrement homomorphique permettant
d’obtenir les mémes résultats sur données chiffrées que non chiffrées, ne laissant ainsi aux data scientists
que 'acces aux données chiffrées, des solutions de calcul distribué sécurisées, ou encore du matériel
cryptographique permettant d’exécuter du code sans que les données ne soient visibles.


https://arxiv.org/abs/1412.6572
https://nicholas.carlini.com/code/audio_adversarial_examples
https://arxiv.org/abs/1710.08864
https://towardsdatascience.com/poisoning-attacks-on-machine-learning-1ff247c254db
http://proceedings.mlr.press/v97/simon-gabriel19a.html
https://www.nextinpact.com/news/108432-cause-probable-accident-mortel-uber-tout-monde-en-prend-pour-son-grade.htm
https://risques-tracage.fr/
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En France, la Commission Nationale de 'Informatique et des Libertés (CNIL) encadre I'utilisation des
données personnelles, qui est notamment encadré par la loi du 14 mai 2018 transposant le Réglement
Général sur la Protection des Données (RGPD) de I'Union Européenne.

5.5 Enjeux écologiques

Selon ’ADEME, le secteur du numérique est responsable de 2.5% de I'empreinte carbone de la France,
correspondant a 10% de notre consommation électrique annuelle. Entralner un réseau de neurones
artificiels avec 213 millions de parametres peut générer autant d’émissions de CO2 que cing voitures
américaines pendant toute leur existence, fabrication comprise. Le ML Emissions Calculator est un
des outils qui accompagnent la prise de conscience de I'impact environnemental de la science des
données. Ces enjeux deviennent d’autant plus importants que I'on développe de tres grands modeéles,
notamment en traitement automatisé du langage; deux exemples récents de travaux sur ces questions
sont Making Al less thirsty: uncovering and addressing the secret water footprint of Al models, qui s’intéresse
a la consommation en eau des modeles, et Estimating the Carbon Footprint of BLOOM, qui essaie d’estimer
I'empreinte carbone d’un modele de langage a 176 milliards de paramétres.

Pour aller plus loin

« Des ouvrages entiers ont étés écrits sur la dataviz, par exemple Fundamentals of Data Vizualization
de Claus 0. Wilke, le travail d’Edward Tufte, Information is Beautiful de David McCandless, ou encore
Scientific Visualization de Nicolas Rougier.

« Lareprésentativité est une question qui revient dans de nombreux domaines de I'ingénierie. Les
exemples sont nombreux, des distributeurs de savon qui ne détectent que les peaux claires a tous
les objets plut6t adaptés aux hommes recensés par Caroline Criado Perez dans Invisible Women.

+ Un épisode de La Méthode Scientifique intitulé Ethique numérique, des data sous serment.
* Fairness and Machine Learning de Solon Barocas, Moritz Hardt and Arvind Narayanan.

« A propos de justice prédictive, I'article Justice et intelligence artificielle : préparer demain dans
Dalloz Actualité.

* The Hidden Biases in Big Data, Kate Crawford, HBR, April 2013,

* Differential privacy: A primer for a non-technical audience, A. Wood et al., Vanderbilt Journal of
Entertainment and Technology Law.

¢ Le cours d’éthique de I'IA de I'Université d'Helsinki



https://www.cnil.fr/
https://infos.ademe.fr/magazine-avril-2022/faits-et-chiffres/numerique-quel-impact-environnemental/
https://arxiv.org/abs/1906.02243
https://arxiv.org/abs/1906.02243
https://mlco2.github.io/impact/
https://arxiv.org/abs/2304.03271
https://arxiv.org/abs/2211.02001
https://clauswilke.com/dataviz/
https://clauswilke.com/dataviz/
https://www.edwardtufte.com/tufte/
https://informationisbeautiful.net/
https://github.com/rougier/scientific-visualization-book
https://www.huffingtonpost.fr/2017/08/19/ce-distributeur-automatique-ne-distribue-pas-de-savon-aux-mains_a_23152387/
https://www.liberation.fr/france/2020/03/06/les-femmes-invisibles-dans-un-monde-cree-pour-les-hommes_1780895
https://april.org/ethique-numerique-des-datas-sous-serment-emission-la-methode-scientifique
https://fairmlbook.org/
https://www.latribune.fr/supplement/ceux-qui-transforment-la-france/la-justice-predictive-nouvel-outil-pour-les-professionnels-du-droit-837752.html
https://www.dalloz-actualite.fr/flash/justice-et-intelligence-artificielle-preparer-demain-episode-i
https://hbr.org/2013/04/the-hidden-biases-in-big-data
https://salil.seas.harvard.edu/files/salil/files/differential_privacy_primer_nontechnical_audience.pdf
https://ethics-of-ai.mooc.fi/start

Troisiéme partie

Apprentissage supervisé

Chapitre 6 Minimisation du risque empirique

Notions: classification, régression, espace des hypothéses, minimisation du risque empirique, modéles
paramétriques linéaires, moindres carrés

Objectifs pédagogiques :
— Formaliser un probléme d’apprentissage supervisé.

— Décrire 'espace des hypothéses dans le cas d’'un modeéle paramétrique.

— Prouver '’équivalence entre maximisation de la vraisemblance et minimisation du risque empirique
dans le cas gaussien. e

— Mettre en ceuvre une régression linéaire.

Nous nous intéressons maintenant aux problémes d’apprentissage supervisé : il s’agit de développer
des algorithmes qui soient capables d’apprendre des modeles prédictifs. A partir d’exemples étiquetés,
ces modeles seront capables de prédire I'étiquette de nouveaux objets. Le but de ce chapitre est de
développer les concepts généraux qui nous permettent de formaliser ce type de problémes.

6.1 Formalisation d’un probléme d’apprentissage supervisé

Nous supposons maintenant disposer non seulement d’'une matrice X € R™*P décrivant n individus
en p dimensions, mais aussi de n étiquettes {y',52, ... 4™ }. Chaque étiquette y* appartient a un espace
Y. Dans ce cours, nous allons considérer deux cas particuliers pour ) :

— Y =R : on parle d'un probléme de régression;
— Y ={0,1} : on parle d’'un probléme de classification binaire, et les observations dont I'étiquette

vaut 0 sont appelées négatives tandis que celles dont Iétiquette vaut 1 sont appelées positives.
Dans certains cas, il sera mathématiquement plus simple d’utiliser ) = {—1,1}.

La matrice X € R™*? telle que X;; = x; est la j-eme variable du i-éme individu est appelée
matrice de données ou matrice de design.

On peut aussi choisir de représenter chaque individu et son étiquette par le couple (7'%,y") € RP x .
Lensemble D = {(#*,y") }i=1,... » forme alors le jeu d’apprentissage.

Le machine learning étant issu de plusieurs disciplines et champs d’applications, on trouvera plusieurs
noms pour les mémes objets. Ainsi les variables sont aussi appelées descripteurs, attributs, prédicteurs,
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ou caractéristiques (en anglais, variables, descriptors, attributes, predictors ou encore features). Les individus,
ou observations sont aussi appelées exemples, échantillons ou points du jeu de données (en anglais,
samples ou data points). Enfin, les étiquettes sont aussi appelées variables cibles (en anglais, labels, targets
ou outcomes).

Le but de 'apprentissage supervisé est alors de trouver une fonction f : R? — ) telle que f(Z) ~
y, qui s’applique non seulement aux n individus observés, mais plus généralement a tous les individus
d’une population a laquelle on suppose que ces n individus appartiennent. C’est cette fonction f qui
est le modeéle prédictif appris. Un algorithme d’apprentissage supervisé utilise le jeu de données D
pour déterminer f.

Plus formellement, supposons que les couples (' ¢,3*) soient les réalisations de n vecteurs aléatoires
de méme loi qu'un couple de variables aléatoire (X,Y"), X étant un vecteur aléatoire a p dimensions et
Y une variable aléatoire réelle a valeurs dans ). Supposons de plus qu’il existe une fonction ®: RP — )
et une variable aléatoire réelle € telle que

Y =®(X) +e, (6.1)

€ représentant un bruit. Ce bruit peut étre causé

— par des erreurs de mesure dues a la faillibilité des capteurs utilisés pour mesurer les variables par
lesquelles on représente nos données, ou a la faillibilité des personnes qui ont entré ces mesures
dans une base de données;

— par des erreurs d’étiquetage (souvent appelés teacher’s noise en anglais) dues a la faillibilité des
personnes qui ont étiqueté les données;

— enfin, parce que les variables mesurées ne suffisent pas a modéliser le phénomene qui nous
intéresse, soit qu’on ne les connaisse pas, soit qu’elles soient cofliteuses a mesurer.

Notre but est d’approcher ® par f.

Dans le cas d’'un probléme de classification, le modele prédictif peut prendre directement la forme
d’une fonction f a valeurs dans {0,1}, ou utiliser une fonction intermédiaire g a valeurs réelles, qui
associe a une observation un score d’autant plus élevé qu’elle est susceptible d’étre positive. Ce score
peut par exemple étre la probabilité que cette observation appartienne a la classe positive. On obtient
alors f en seuillant g; g est appelée fonction de décision '.

__ Exemple

Filtrage de spam. On peut poser le filtrage de spam comme un probléme de classification
binaire. Les individus sont des emails. Leur étiquette est binaire (positive pour « spam » et
négative pour « non-spam »). Les p variables représentant un email peuvent étre définies
comme le nombre d’occurrences, pour p mots, de chacun de ces mots dans I'email (p est ainsi
la taille d’'un dictionnaire pré-défini) 2. Etant donné un jeu de données de n emails étiquetés,
un algorithme d’apprentissage retourne une fonction f qui, a tout email représenté par un
vecteur de R? (en fait, NP), associe une étiquette 0 ou 1. Ce modele f : R? — {0,1} peut étre
obtenu en seuillant une fonction de décision g : R — R.

Le bruit peut étre dii aux causes suivantes :

— Des erreurs de mesures peuvent étre causées par des fautes d’orthographe (volontaires
ou non) qui empéchent de comptabiliser certains mots.

1. Danslalibrairie scikit-learn, on feraainsiattention ala distinction entre les méthodes predict et predict_proba.
2. C'est ce qu’on appelle une représentation bag-of-words



6.2. ESPACE DES HYPOTHESES 61

— Des erreurs d’étiquetage peuvent arriver quand une personne marque par erreur comme
courrier indésirable un email qui ne I’était pas, ou, inversement, laisse dans sa boite mail
ou supprime sans étiqueter comme tel un email indésirable.

— Enfin, notre représentation est limitée, en particulier parce qu’elle ne considere pas
'ordre des mots. Nous ne disposons pas de suffisamment d’information pour classifier
les emails aussi efficacement qu’un humain.

Remarque. Les notions développées jusqu’a la fin de la section 6.4 peuvent I'étre en remplacant R?
par un espace quelconque X.

6.2 Espace des hypotheses

Pour poser un probléme d’apprentissage supervisé, il nous faut décider du type de modéles que
nous allons considérer.

On appelle espace des hypotheéses 'espace de fonctions F, qui est un sous-espace de toutes les
fonctions de R? — ) décrivant les modeles que nous allons considérer. Cet espace est choisi en fonction
de nos convictions par rapport au probléme, ainsi que de considérations pratiques sur notre capacité a
trouver facilement un « bon » modeéle dans F.

Le choix de I'espace des hypotheéses est fondamental. En effet, si cet espace ne contient pas le
«bon » modele, il sera impossible de trouver une bonne fonction de décision. Cependant, si 'espace
est trop générique, il sera plus difficile et intensif en temps de calcul d’y trouver un bon modéle.

__ Exemple

Dans I'exemple de la figure 6.1, on pourra décider de se restreindre a des discriminants qui
soient des ellipses a axes paralleles aux axes de coordonnées. Ainsi, I'espace des hypothéses
sera

F={Z alz; —a)*+ B(z2 — b)* - 1;(a,B,a,b) € R*}. (6.2)

Dans cet espace, il semble possible de trouver un modele f qui sépare les positifs des
négatifs. Si nous avions choisi comme espace des hypothéses 'ensemble des fonctions linéaires
de R? dans IR, ce ne serait pas possible.

La tiche d’apprentissage supervisé consiste a déterminer une hypothése f € F qui approche au
mieux la fonction cible ® (voir équation (6.1)). Pour réaliser une telle tiche, nous allons développer
dans les sections suivantes deux outils supplémentaires :

1. Une facon de quantifier la qualité d’une hypothese, afin de pouvoir déterminer si une hypothése
satisfaisante (voire optimale) a été trouvée. Pour cela, nous allons définir la notion de fonction
de cofit.

2. Une facon de chercher une hypothése optimale dans F. Les algorithmes d’apprentissage supervisé
que nous allons étudier ont pour but de trouver dans F 'hypotheése optimale au sens de la fonction
de cofit. Selon les cas, et en particulier selon le choix de F, cette recherche sera exacte ou approchée.

6.3 Minimisation du risque empirique

Résoudre un probleme d’apprentissage supervisé revient a trouver une fonction f € F dont les
prédictions soient les plus proches possibles des véritables étiquettes, sur tout I'espace RP. On utilise
pour formaliser cela la notion de fonction de cofit :



62 CHAPITRE 6. MINIMISATION DU RISQUE EMPIRIQUE

1,
xX
0.51 X XX¥
X X
X T
>§g X X
X
g 01 X
N3
x XX
NI
-0.5 Xy X
X XX
-1
1 05 0 0.5 1

X

FIGURE 6.1 - Les exemples positifs (+) et négatifs (x) semblent étre séparables par une ellipse.

Une fonction de cofit L : ) x ) — R, aussi appelée fonction de perte ou fonction d’erreur
(en anglais : cost function ou loss function) est une fonction utilisée pour quantifier la qualité d'une
prédiction : L(y, f(Z)) est d’autant plus grande que I'étiquette f () est éloignée de la vraie valeur y.

Etant donnée une fonction de cofit L, nous cherchons donc f qui minimise ce cofit sur 'ensemble
des valeurs possibles de & € RP, ce qui est formalisé par la notion de risque. Nous supposons que les
couples (#'%,y*) sont les réalisations de n vecteurs aléatoires de méme loi qu'un couple de variables
aléatoire (X,Y).

Dans le cadre d’un probléme d’apprentissage supervisé, on appelle risque d’'un modele h I'espérance
de son cofit :

R(h) = E(L(Y,f(X))). (6.3)

Nous cherchons donc un modele f tel que
f € argminE(L(Y,h(X))). (6.4)
heF
Ce probléme est généralement insoluble sans plus d’hypotheses : nous ne connaissons que n réalisations
du couple (X,Y"). On approchera donc le risque par son estimation sur ces réalisations.

On appelle risque empirique de h 'estimée du risque de h défini par

1 & A A
Ru(h) = =S Ly’ h(21)). 6.5
(h) =~ ; (', (7")) (6.5)
On appelle donc modéle obtenu par minimisation du risque empirique une fonction
1 . .
f €argmin— Y L(y"h(Z")). (6.6)
gain -3 L (&)

Selon le choix de F et L, 'équation 6.6 peut avoir une solution analytique explicite. Cela ne sera
pas souvent le cas; cependant on choisira souvent une fonction de coflit convexe afin de résoudre plus
facilement ce probléme d’optimisation.

La minimisation du risque empirique est généralement un probléeme mal posé, c’est-a-dire qu’il
n’admet pas une solution unique dépendant de fagon continue de conditions initiales. Il se peut par
exemple qu'un nombre infini de solutions minimise le risque empirique a zéro (voir figure 6.2).
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FIGURE 6.2 - Une infinité de droites séparent parfaitement les points positifs (+) des points négatifs (x).
Chacune d’entre elles a un risque empirique nul.

Convergence La loi des grands nombres nous garantit que le risque empirique d’'un modele h € F
converge vers le risque quand la taille de I’échantillon tend vers 'infini :

Ro(h) —— R(h). (6.7)

Cela ne suffit cependant pas a garantir que le minimum du risque empirique minye 7 R,,(h) converge
vers le minimum du risque miny e  R(h).En effet, si F est'espace des fonctions mesurables, le minimiseur
de R, (h) vaut généralement 0, ce qui n’est pas le cas de R(h). Il n’y a donc aucune garantie qu'un
modéle qui minimise le risque empirique minimise le risque. C’est une remarque tres importante
car elle signifie que le fait qu’'un modéle minimise I'erreur sur nos n observations ne donne aucune
garantie quant a sa performance sur d’autres observations. Nous reviendrons sur ce sujet lors du prochain
chapitre, en abordant les notions de généralisation et de surapprentissage.

La convergence de la minimisation du risque empirique dépend de F. U'étude de cette convergence
est 'un des principaux éléments de la théorie de I'apprentissage de Vapnik-Chervonenkis, qui dépasse
largement le cadre de ce cours.

6.4 Fonctions de cofit

1l existe de nombreuses fonctions de cofit. Le choix d’une fonction de colit dépend d’une part du
probleme en lui-méme, autrement dit de ce que I'on trouve pertinent pour le cas pratique considéré,
et d’autre part de considérations pratiques : peut-on ensuite résoudre le probléme d’optimisation qui
résulte de ce choix de fagon suffisamment exacte et rapide ? Cette section présente quelques-unes des
fonctions de cofit les plus utilisées.

6.4.1 Coiit 0/1 (classification)

Dans le cas d’une fonction f a valeurs discrétes, on appelle fonction de coiit 0/1, ou 0/1 loss, la
fonction suivante :

Lop: Y xY =R
e {3 85025

0 sinon.
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Le risque empirique d’'un modéle / sur un jeu de données est alors le nombre d’erreurs de prédiction
sur ce jeu de données.

6.4.2 Coiit logistique et entropie croisée (classification binaire)

Considérons maintenant que f est une fonction de décision a valeurs réelles. On appelle fonction
de coiit logistique, ou logistic loss, 1a fonction suivante :

Lig: {~1,1} xR = R
Y, f(Z) = In (1 + exp(—y f(7))) .

Si f est a valeurs dans |0,1], en particulier si f(Z) est la probabilité que & appartienne a la classe
positive, on utilise plutdt 'entropie croisée, définie pour Y = {0,1}.

(6.8)

On appelle entropie croisée, ou cross-entropy, la fonction suivante :
Ly: {0,1}x]0,1[ > R

yo (@) >~y f(@) — (1 - ) In(1 — £(). ©

Remarque On peut transformer une fonction f a valeurs dans R en une fonction h a valeurs dans
10,1[ en la composant par la fonction sigmoide, aussi appelée fonction logistique, définie par
o: R —]0,1]
1 (6.10)
1+e v
Dans ce cas, la fonction de cofit logistique appliquée a f est équivalente a I'entropie croisée appliquée
ah=oof:

U —r

LH(yﬁ(f)) = Llog(Qy - 17f(f))

La figure 6.3 illustre la valeur de la fonction de cofit logistique en fonction de I'étiquette y de
I'individu Z et de la valeur de la fonction de décision f (&) €]0,1].

8.01 8.01
—6.01 —6.01
= =
b =
1 4.01 14.01
~ ~
2.01 2.01
0.01 0.01
00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 1.0
&) f&)
(A) Entropie croisée pour un individu d’étiquette (B) Entropie croisée pour un individu d’étiquette
négative, en fonction de la valeur de la fonction positive, en fonction de la valeur de la fonction
de décision. Cette perte est d’autant plus grande de décision. Cette perte est d’autant plus grande
que la fonction de décision est proche de 1. que la fonction de décision est proche de 0.

FIGURE 6.3 - Valeur de 'entropie croisée en fonction de la valeur de la fonction de décision.
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Pourquoi « entropie croisée »? ee L'entropie croisée est issue de la théorie de I'information, d’ou
son nom. En considérant que la véritable classe d'une observation est modélisée par une distribution @,
et sa classe prédite est modélisée par une distribution P, nous allons chercher a modéliser P de sorte
qu’elle soit la plus proche possible de Q. On utilise pour cela la divergence de Kullback-Leibler, définie
par:

KU@IP) = 3 QU =) =5
c=0,1
== > QY =dX)InPY =dX)+ Y QI =c[X)ImQ(Y = ¢/X).
c=0,1 c=0,1

Comme Q(Y = ¢|X) vaut soit 0 (¢ n’est pas la classe de X) soit 1 (dans le cas contraire), le deuxieme
terme de cette expression est nul et on retrouve ainsi la définition ci-dessus de I'entropie croisée.

6.4.3 Coit quadratique (régression)

On appelle fonction de coiit quadratique, ou quadratic loss, ou squared error, la fonction suivante :
LSEZ RxR—R

. 1 2
b @) 5 (= @)
Le coefficient 3 permet d’éviter d’avoir des coefficients multiplicateurs quand on dérive le risque empirique
pour le minimiser.

(6.11)

6.5 Apprentissage supervisé d’'un modéle de régression paramétrique

6.5.1 Modéles paramétriques

On parle de modéle paramétrique quand I'espace des hypothéses F est un ensemble de fonctions
définies par une expression analytique paramétrisée par un nombre fini de parametres.

C’est le cas de I'espace des hypothéses défini plus haut par I'équation (6.2) : les paramétres sont
au nombre de 4 et il s’agit de «, 3, a, et b. Le but de I'apprentissage sera de déterminer les valeurs de
ces parameétres. A I'inverse, la méthode du plus proche voisin, qui associe a ' I'étiquette du point du jeu
d’entrainement dont il est le plus proche en distance euclidienne, apprend un modéle non paramétrique :
il ne s’agit pas d’écrire la fonction de décision comme une expression explicite des variables prédictives
et d’apprendre les parametres de cette expression. Nous verrons au chapitre 8 d’autres exemples de
modeles non paramétriques. Nous considérons pour la suite de ce chapitre disposer d'un jeu D =
{Z i,y"}i:h_,n de n observations en p dimensions et leurs étiquettes réelles. Nous considérons comme
espace des hypothéses un ensemble de modéles paramétrisés par un vecteur 3 € R™.

6.5.2 Minimisation du risque empirique d’une régression paramétrique

Sinous utilisons comme fonction de cofit le colit quadratique défini par I’équation (6.11), la minimisation
du risque empirique comme définie par I'équation (6.6) consiste a trouver
1 n
§* € argmin — A(2Y) — yh)2 12
B € argmin o 3 (f3(51) — y) (6.12)
BeR™ i=1
C’est ce que 'on appelle la minimisation des moindres carrés, une méthode bien connue depuis
Gauss et Legendre.
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6.5.3 Formulation probabiliste des régressions paramétriques o

Nous supposons comme précédemment que les couples (Z'%,y*) sont les réalisations de n vecteurs
aléatoires de méme loi qu'un couple de variables aléatoire (X,Y").

Cela revient a supposer que la relation entre X et Y peut s’écrire comme
YV = fz(X)+e (6.13)

Faisons maintenant ’hypothése d’un bruit gaussien centré en 0 : le terme d’erreur e est normalement

distribué, centré en 0 et de variance o2 > 0.

L'équation (6.13) revient alors a

YIX = :Ew/\/(fg(:f’), 02). (6.14)

__ Exemple

L'équation (6.14) est illustrée sur la figure 6.4 dans le cas o p = 1 et 'espace des hypothéses
est 'ensemble des fonctions linéaires d’une variable : F = {x — f, g(z) = ax+ 3 ;(a,f) €
R?}. La distribution des valeurs de I'étiquette d’un individu z* selon le modéle f, g est une
gaussienne centrée en f, g(z*). Sa densité est notée gy |x—y=-

. 7
X x A%
x 1
X X
y* _________________________________
X
X
\s
X
X
X X
X X X %
X X
%
X
X X
X
Xx

FIGURE 6.4 - Pour une observation z* donnée (ici en une dimension), la distribution des valeurs
possibles de son étiquette est une gaussienne centrée en f(x*). La vraie valeur de I'étiquette est y*.

6.5.4 Estimation par maximum de vraisemblance o

Sous I'hypothése (6.14), nous pouvons estimer § en maximisant lalog-vraisemblance de I'échantillon
(@1yh),(Z2y?),...,(£™y™)), qui est la réalisation d’un échantillon aléatoire constitué de n copies
i.id. de (X,Y’). En notant gx y la densité jointe de (X,Y); gy|x—, la densité de Y|X = x;et gx la
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densité de X, cette log-vraisemblance s’écrit
n ] ] n n
(@ @2y, @y B) = m [T oxy @) = m [T ovixs () + ] ox (@)
i=1 i=1 i=1

et donc

(@ @) @) == 3 (3 - 1)
=1

avec C une constante par rapport 3 3, qui provient d’une part du coefficient \/% de la distribution
normale et d’autre part des gx ().
Ainsi, maximiser la vraisemblance dans ce contexte de bruit gaussien centré revient a minimiser
o iv)?
> (y - f3(@ ))
i=1
On retrouve ici la méthode des moindres carrés de I’équation (6.12).

6.6 Régression linéaire

Nous allons maintenant appliquer la minimisation des moindres carrés au cas ou F est 'ensemble
des fonctions linéaires de p variables.

6.6.1 Formulation

Nous choisissons une fonction de décision f de la forme

p
f:de Bo+ Zﬁjl’j. (6.15)

=1
Ici, € RPT! et doncm = p + 1.

6.6.2 Solution

On appelle régression linéaire le modele de la forme f : ¥+ Bo+3_F_, Bja; dont les coefficients
sont obtenus par minimisation de la somme des moindres carrés, a savoir :

2
n

P
arg min Z y'— | Bo+ Z Biz ) (6.16)
BERPFL —1 j=1

Nous pouvons réécrire le probléme 6.16 sous forme matricielle, en ajoutant a gauche a la matrice
d’observations X € RP une colonnede 1:

SR

X« |: + ... . (6.17)

SIS E

La somme des moindres carrés s’écrit alors
AT

RSS — (g— X ﬁ) (g— X E) . (6.18)
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1l s’agit d'une forme quadratique convexe en (3, que I'on peut donc minimiser en annulant son

gradient V 5RSS = —2X T (g - X 5) . La somme des moindres carrés est minimale si 3 vérifie
X"xg=Xx"y (6.19)

Solution explicite Si le rang de la matrice X est égal 4 son nombre de colonnes, alors X ' X est
inversible et la somme des moindres carrés de '’équation (6.18) est minimisée pour

—

-1
g = (XTX) xTg.

Si X T X n’est pas inversible, on pourra néanmoins trouver une solution (non unique) pour 3 en

utilisant a la place de (X " X) ~un pseudo-inverse (par exemple, celui de Moore-Penrose) de X ' X,
C’est-a-dire une matrice M telleque X " XMXTX = XX,

Méthode de descente On peut aussi (et ce sera préférable quand p est grand et que I'inversion de la
matrice X T X € RP*P est donc cofiteuse) obtenir une estimation de 3 par un algorithme  directions
de descente.

Interprétation La régression linéaire produit un modele interprétable, au sens ot les 5; permettent
de comprendre I'importance relative des variables sur la prédiction. En effet, plus |3;| est grande, plus
la j-éme variable a un effet important sur la prédiction, et le signe de 3; nous indique la direction de
cet effet.

Attention! Cette interprétation n’est valide que si les variables ne sont pas corrélées, et que z; peut
étre modifiée sans perturber les autres variables. De plus, si les variables sont corrélées, X n’est pas
de rang colonne plein et X " X n’est donc pas inversible. Ainsi la régression linéaire admet plusieurs
solutions. Intuitivement, on peut passer de I'une a I'autre de ces solutions car une perturbation d’'un
des poids 3; peut étre compensée en modifiant les poids des variables corrélées a z;.

Remarque Nous traiterons de classification paramétrique dans la PC 5.

6.7 QCM
Question 1. Quand le nombre d’observations tend vers 'infini,
O le risque empirique d'un modeéle converge vers le risque de ce modele;
O le risque empirique minimal converge vers le risque minimal;
O le minimiseur du risque empirique converge vers le minimiseur du risque.
Question 2. Supposons un probléme de classification en 2 dimensions, avec n observations. Nous

considérons comme espace des hypotheéses 'ensemble des unions de K cercles (K > 0 est fixé) : les
points intérieurs a ces cercles sont étiquetés positifs, les autres négatifs. Alors

O 1l ne s’agit pas d'un modele paramétrique.

O 1l s’agit d’'un modéle paramétrique a K paramétres.

O 1l s’agit d’'un modéle paramétrique a 2K parameétres.

O 1l s’agit d’'un modele paramétrique a 3K parameétres.
Question 3. Quel algorithme préférer pour entrainer une régression linéaire sur un jeu de données
contenant n observations et p variables :

— Sin=10%etp =57
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(0 Une inversion de matrice.

O Un algorithme du gradient.
— Sin=10etp = 10°?

(0 Une inversion de matrice.

O Un algorithme du gradient.

Solution
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Chapitre 7 Généralisation

Notions : généralisation; surapprentissage; sélection de modele; validation croisée; régularisation
des modeéles paramétriques linéaires

Objectifs pédagogiques :

— Détecter un risque de surapprentissage;

Mettre en place un cadre permettant de sélectionner un modele parmi plusieurs et d’estimer sa
performance en généralisation;

— Utiliser la régularisation pour éviter le surapprentissage;

— Manipuler les régularisations ¢; et ¢, sur des modeéles linéaires.

7.1 Généralisation et surapprentissage

7.1.1 Généralisation

Imaginons un algorithme qui, pour prédire I'étiquette d’'une observation 7, retourne son étiquette
si ¥ appartient aux données dont I'étiquette est connue, et une valeur aléatoire sinon. Ce modeéle, qui
en quelque sorte « apprend par cceur », aura un risque empirique nul (et donc minimal) quelle que
soit la fonction de cofit choisie. Cependant, il fera de tres mauvaises prédictions pour toute nouvelle
observation.

Evaluer un modéle de machine learning sur les données sur lesquelles il a été appris ne nous permet
absolument pas de savoir comment il se comportera sur de nouvelles données, en d’autres mots, sa
capacité a généraliser. C’est un des aspects les plus importants de I'apprentissage automatique.

7.1.2 Surapprentissage

Lexemple, certes extréme, que nous avons pris plus haut, illustre que I'on peut facilement mettre
au point une procédure d’apprentissage qui produise un modele qui fait de bonnes prédictions sur les
données utilisées pour le construire, mais généralise mal. Au lieu de modéliser la vraie nature des objets
qui nous intéressent (®(X) dans I'équation (6.1)), un tel modele capture aussi (voire surtout) un bruit
(e dans I'équation (6.1)) qui n’est pas pertinent pour I'application considérée.

On dit d’'un modele qui, plut6t que de capturer la nature des objets a étiqueter, modélise aussi le
bruit et ne sera pas en mesure de généraliser qu'il surapprend (overfits en anglais). Un modeéle qui
surapprend est généralement un modele trop complexe, qui « colle » trop aux données et capture donc
aussi leur bruit.

A Tinverse, il est aussi possible de construire un modéle trop simple, dont les performances ne
soient bonnes ni sur les données utilisées pour le construire, ni en généralisation. On dit d'un modele qui
est trop simple pour avoir de bonnes performances méme sur les données utilisées pour le construire
qu’il sous-apprend (underfits en anglais).

Ces concepts sont illustrés sur la figure 7.1a pour un probléme de classification binaire et la figure 7.1b
pour un probléme de régression.
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(A) Pour séparer les observations négatives (x) des
observations positives (+), la droite en trait plein sous-
apprend. La frontiere de séparation en pointillés ne
fait aucune erreur sur les données mais est susceptible
de surapprendre. La frontiére de séparation en trait
discontinu est un bon compromis.
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(B) Les étiquettes y des observations (représentées par
des points) ont été générées a partir d'un polynéme de
degré d = 3.Le modele de degré d = 2 approxime tres
mal les données et sous-apprend, tandis que celui de
degré d = 13, dont le risque empirique est plus faible,
surapprend.

FIGURE 7.1 - Sous-apprentissage et surapprentissage

7.1.3 Compromis biais-variance o

Supposons disposer d’un jeu de données D = {7,y },—1 __, de n observations en p dimensions et
leurs étiquettes réelles. Nous supposons comme au chapitre precedent que les couples (Z%,3%) sont les
réalisations de n vecteurs aléatoires de méme loi qu'un couple de variables aléatoire (X,Y"), X étant
un vecteur aléatoire p-dimensionnel et Y une variable aléatoire réelle a valeurs dans Y, et qu'il existe
une fonction ®: RP — ) et une variable aléatoire réelle € telle que

Y =9(X)+e (7.1)

Nous supposons de plus que ¢ est d’espérance nulle et de variance o2.

Fixons maintenant un couple (Z,y) € RP x ). Nous pouvons considérer que la prédiction f(Z) d’'un
modele f appris sur D est une estimation de ® (), autrement dit la réalisation d’'une variable aléatoire
F,, qui est une fonction d’'un échantillon aléatoire de n copies iid de (X,Y"). Nous pouvons alors calculer
I'erreur quadratique moyenne de la prédiction F, :

E((y— Fn)?) =E ((®(Z) + € — F)?) = E((2(7) — E(F,) + E(F,) — Fy +¢)?)
ZE((@(f)—E(Fn))ZHE(F) Fy + €)% 4 2(9(2) — E( n))(E(Fn) Fo +¢))
= (®(7) — E(F, E((F — —e)) 2(®(%) — E(Fn))E (E(Fp) — Fr +€)
= B(F,)” + (( E(F))? + Fn))+2(<1>(f) E(Fn)) (E(Fn) — E(Fn) + E(e))
= B(F,)” +E ((F, — E( n))z) E(e )—QE(( (£)))
=B(F,)? + V(F,) + o2

Le passage de la deuxieme a la troisieme ligne se fait par linéarité de I'espérance et en observant que
O (Z) et E(F},) sont déterministes (ce sont des nombres, pas des variables aléatoires).

Le troisieme terme de la somme de la quatriéme ligne disparait a la cinquiéme car E(e) = 0.
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Enfin, le passage a la derniere ligne se fait en supposant que € et F), sont indépendants; on a alors
E (e(F, — E(F},))) = E(¢)E(F, — E(F},)). De plus, E(¢?) = V(e) car E(¢) = 0.

Ainsi, I'erreur quadratique moyenne est la somme

— du carré du biais de 'estimateur, qui quantifie a quel point les étiquettes prédites different des
vraies étiquettes;

— de la variance de I'estimateur, qui quantifie a quel point les étiquettes prédites pour le méme
individu # différent selon les données d’entrée (i.e. les réalisations des n copies iid de (X,Y));

— dela variance du bruit, aussi appelée erreur irréductible : ce terme sera la méme si I’estimation
de ® est exacte.

On retrouve ici le compromis biais-variance (cf section 3.4.3) : un modele biaisé peut, s’il a une
variance plus faible, faire de meilleures prédictions qu'un modele non-biaisé.

7.2 Sélection de modéle

Le théoréme du no free lunch indique qu’aucun algorithme de machine learning ne peut bien fonctionner

pour tous les probléemes d’apprentissage : un algorithme qui fonctionne bien sur un type particulier
de problemes le compensera en fonctionnant moins bien sur d’autres types de problémes. En d’autres
termes, iln’y a pas de « baguette magique » qui puisse résoudre tous nos problémes de machine learning,
et il est donc essentiel, pour un probléme donné, de tester plusieurs possibilités afin de sélectionner
le modeéle optimal. Notons au passage que plusieurs critéres peuvent intervenir dans ce choix : non
seulement celui de la qualité des prédictions, qui nous intéresse dans ce chapitre, mais aussi celui des
ressources de calcul nécessaires, qui peuvent étre un facteur limitant en pratique.

Lerreur empirique mesurée sur les observations qui ont permis de construire le modele est un
mauvais estimateur de 'erreur du modéle sur I'ensemble des données possibles, ou erreur de généralisation :
si le modéle surapprend, cette erreur empirique peut étre proche de zéro voire nulle, tandis que I'erreur
de généralisation peut étre arbitrairement grande.

7.2.1 Jeude test

1l est donc indispensable d’utiliser pour évaluer un modeéle des données étiquetées qui n’ont pas
serviale construire. Lamaniere la plus simple d’y parvenir est de mettre de c6té une partie des observations,
réservées a I'évaluation du modele, et d’utiliser uniquement le reste des données pour le construire.

Etant donné un jeu de données D = {(Z*,y*)}i=1...n, partitionné en deux jeux Dy, et Die, on
appelle jeu d’entrainement (training set en anglais) 'ensemble Dy, utilisé pour entrainer un modéle
prédictif, et jeu de test (test set en anglais) I'ensemble Dy, utilisé pour son évaluation.

Comme nous n’avons pas utilisé le jeu de test pour entrainer notre modele, il peut étre considéré
comme un jeu de données « nouvelles ». La perte calculée sur ce jeu de test est un estimateur de I'erreur
de généralisation.

Cela correspond a ce que nous avons fait dans la PC 3 et au début du Projet numérique.

7.2.2 Jeude validation

Considérons maintenant la situation dans laquelle nous voulons choisir entre K modéles, appris
chacun par un algorithme différent. Notons qu’il peut s’agir ici d’utiliser des algorithmes d’apprentissage
différents (plus proches voisins, régression linéaire, réseau de neurones), ou d’'un méme algorithme
d’apprentissage avec plusieurs valeurs d’un ou plusieurs hyperparamétres. Un hyperparameétre est
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un parametre de 'algorithme d’apprentissage (et non pas du modele); il peut s’agir par exemple du
nombre de voisins k considérés dans un algorithme des plus proches voisins (cf Projet numérique), du
coefficient de régularisation A dans un lasso (cfsection 7.6), ou du nombre de neurones dans une couche
cachée d’'un perceptron multi-couche (cf section 8.1.4).

Nous pouvons alors entrainer chacun des modeles sur le jeu de données d’entrainement, obtenant
ainsi K fonctions de décision fi,fs, ..., [k, puis calculer 'erreur de chacun de ces modeles sur le jeu
de test. Nous pouvons ensuite choisir comme modele celui qui a la plus petite erreur sur le jeu de test :

> Ly fu(@). (7.2)

(‘fvy)epte

f = argmin

k=1,..5 |Del

Mais quelle est son erreur de généralisation ? Comme nous avons utilisé Dy, pour sélectionner le modele,

il ne représente plus un jeu indépendant composé de données nouvelles, inutilisées pour déterminer
le modele.

La solution est alors de découper notre jeu de données en trois parties :

— Unjeud’entrainement Dy, sur lequel nous pourrons entrainer nos K algorithmes d’apprentissage;

— Un jeu de validation (validation set en anglais) D, sur lequel nous évaluerons les K modeéles
ainsi obtenus, afin de sélectionner un modeéle définitif;

— Un jeu de test D; sur lequel nous évaluerons enfin 'erreur de généralisation du modeéle choisi.

On voit ici qu’il est important de distinguer la sélection d’'un modele de son évaluation : les faire sur
les mémes données peut nous conduire a sous-estimer I'erreur de généralisation et le surapprentissage
du modele choisi.

Une fois un modeéle sélectionné, on peut le ré-entrainer sur I'union du jeu d’entrainement et du jeu
de validation afin de construire un modeéle final.

7.2.3 Validation croisée

La séparation d’un jeu de données en un jeu d’entrainement et un jeu de test est nécessairement
arbitraire. Nous risquons ainsi d’avoir, par hasard, créé des jeux de données qui ne sont pas représentatifs.
Pour éviter cet écuell, il est souhaitable de reproduire plusieurs fois la procédure, puis de moyenner les
résultats obtenus afin de moyenner ces effets aléatoires. Le cadre le plus classique pour ce faire est celui
de la validation croisée, illustré sur la figure 7.2

0000000000000000
0000 0000000000
00000 O00000000
0000000000 0000
e00e0e000000 (0

FIGURE 7.2 - Une validation croisée en 5 folds : Chaque observation appartient a un des 5 jeux de
validation (en blanc) et aux 4 autres jeux d’entrainement (en noir).

Etant donné un jeu D de n observations, et un nombre K (généralement choisi égal 4 5 ou 10), on
appelle validation croisée la procédure qui consiste a
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1. partitionner D en K parties de tailles sensiblement similaires, D1,Ds, ..., Dk
2. pour chaque valeurde k =1, ... K,

— entrainer un modéle sur |J, ., Dy

— évaluer ce modéle sur Dy,
Chaque partition de D en deux ensembles Dy, et J, , D, est appelée un fold de la validation croisée.

Chaque observation étiquetée du jeu D appartient a un unique jeu de test, et a (K — 1) jeux
d’entrainement. Ainsi, cette procédure génére une prédiction par observation de D. Pour conclure sur
la performance du modeéle, on évalue chacun des K prédicteurs sur le jeu de test Dy, correspondant, et
on moyenne ces performances. Cette approche permet aussi de rapporter I'écart-type de ces performances,
ce qui permet de se faire une meilleure idée de la variabilité de la qualité des prédictions en fonction
des données d’entrainement.

7.3 Critéres de performance

7.3.1 Matrice de confusion et critéres dérivés

Comme nous I'avons vu, le nombre d’erreurs de classification permet d’évaluer la qualité d'un
modele prédictif. Notons que 'on préférera généralement décrire le nombre d’erreurs comme une
fraction du nombre d’exemples : un taux d’erreur de 1% est plus parlant qu’'un nombre absolu d’erreurs.

Mais toutes les erreurs ne se valent pas nécessairement. Prenons I'exemple d'un modele qui prédise
si oui ou non une radiographie présente une tumeur inquiétante : une fausse alerte, qui sera ensuite
infirmée par des examens complémentaires, est moins problématique que de ne pas déceler la tumeur
et de ne pas traiter la personne concernée. Les performances d’'un modele de classification binaire
peuvent étre résumées dans une matrice de confusion : une matrice M de deux lignes et deux colonnes,
et dont 'entrée M, est le nombre d’exemples de la classe ¢ pour laquelle I'étiquette & a été prédite.

Classe réelle
0 1
Classe | 0 | vrais négatifs (TN) | faux négatifs (FN)
prédite | 1 | faux positifs (FP) | vrais positifs (TP)

1l est possible de dériver de nombreux critéres d’évaluation construits a partir de la matrice de
confusion, comme la spécificité, la sensibilité, le rappel ou la F-mesure. Vous pouvez vous référer a la
section 7.7.1 a la fin de ce chapitre, ou a la documentation de sklearn.metrics.

7.3.2 Courbe ROC o

De nombreux algorithmes de classification ne retournent pas directement une étiquette de classe,
mais utilisent une fonction de décision qui doit ensuite étre seuillée pour devenir une étiquette. Cette
fonction de décision peut étre un score arbitraire, ou la probabilité d’appartenir a la classe positive.

On appelle courbe ROC, de I'anglais Receiver-Operator Characteristic la courbe décrivant I'évolution
de la sensibilité en fonction du complémentaire a 1 de la spécificité, parfois appelé antispécificité,
lorsque le seuil de décision change.

Le terme vient des télécommunications, ol ces courbes servent a étudier si un systéme arrive a
séparer le signal du bruit de fond.

On peut synthétiser une courbe ROC par laire sous cette courbe, souvent abrégée AUROC pour Area
Under the ROC.


https://scikit-learn.org/stable/modules/model_evaluation.html#classification-metrics
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Un exemple de courbe ROC est présenté sur la figure 7.3. Le point (0,0) apparait quand on utilise
comme seuil un nombre supérieur a la plus grande valeur retournée par la fonction de décision : ainsi,
tous les exemples sont étiquetés négatifs. A I'inverse, le point (1,1) apparait quand on utilise pour seuil
une valeur inférieure au plus petit score retourné par la fonction de décision : tous les exemples sont

alors étiquetés positifs.

1.0- —
:"”‘
0.8 -
l"’
S —==- Modele 1
Rl A Modéle 2
= | [f
041 /|
4
J
'l
0.21 1
,'
0.0

000 025 050 075 1.00
FPR

FIGURE 7.3 - Les courbes ROC de deux modéles.

Pour construire la courbe ROC, on prend pour seuil les valeurs successives de la fonction de décision
sur notre jeu de données. Ainsi, a chaque nouvelle valeur de seuil, une observation que 1'on prédisait
précédemment négative change d’étiquette. Si cette observation est effectivement positive, la sensibilité
augmente de 1/n,, (ott n, est le nombre d’exemples positifs) ; sinon, c’est I'antispécificité qui augmente
de 1/n,, ol n, est le nombre d’exemples négatifs. La courbe ROC est donc une courbe en escaliers.

Un classifieur idéal, qui ne commet aucune erreur, associe systématique des scores plus faibles aux
exemples négatifs qu’aux exemples positifs. Sa courbe ROC suit donc le coin supérieur gauche du carré
[0,1]2; il a une aire sous la courbe de 1.

La courbe ROC d’un classifieur aléatoire, qui fera sensiblement la méme proportion d’erreurs que de
classifications correctes quel que soit le seuil utilisé, suit la diagonale de ce carré. L'aire sous la courbe
ROC d’un classifieur aléatoire vaut donc 0.5.

On peut enfin utiliser la courbe ROC pour choisir un seuil de décision, a partir de la sensibilité (ou
de la spécificité) que 'on souhaite garantir.

7.3.3 Erreurs de régression

Un premier critére d’évaluation d’'un modele de régression est, nous 'avons vu a plusieurs reprises,
I'erreur quadratique moyenne, ou MSE de I'anglais mean squared error, a savoir

1 » 9
MSE = — Z (f(:vl) — yz) .
i=1
Des variantes sont décrites dans la section 7.7.2 ainsi que dans la documentation de sklearn.metrics.


https://scikit-learn.org/stable/modules/model_evaluation.html#regression-metrics
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7.4 Régularisation

Le compromis biais-variance nous indique qu'un modele biaisé peut étre plus précis qu'un modele
non-biaisé. La régularisation consiste ainsi a ajouter au risque empirique que 'on cherche a minimiser
un terme, appelé régulariseur, qui va biaiser le modéle de sorte a ce que son risque empirique soit plus
élevée, mais son erreur de généralisation plus faible.

Plus un modele est simple, et moins il a de chances de surapprendre. Pour limiter le risque de
surapprentissage, il est donc souhaitable de limiter la complexité d’'un modele. Ainsi, le régulariseur
peut étre vu comme un terme qui mesure la complexité du modele. La définition de la complexité d'un
modele est une notion importante en théorie de 'apprentissage, mais dépasse largement le cadre de
ce cours.

En appelant Q2 le régulariseur, la régularisation consiste donc a remplacer la minimisation du risque
empirique (eq. (6.6)) par :

— Q .
fEar}%en;ngLy h(Z")) 4+ AQ(h), (7.3)

ou le coefficient de régularisation A € R contréle I'importance relative de chacun des termes.

Quand A tend vers +oo, le terme de régularisation prend de plus en plus d’'importance, jusqu'a
ce qu'il domine le terme d’erreur et que seule compte la minimisation du régulariseur : il n’y a plus
d’apprentissage.

A l'inverse, quand \ tend vers 0, le terme de régularisation devient négligeable devant le terme
d’erreur, et la solution de I'équation (7.3) est un minimiseur du risque empirique.

Comme tout hyperparametre, A peut étre choisi par validation croisée. On utilisera généralement
une grille de valeurs logarithmique.

La suite de cette section présente des exemples concrets de régularisation appliquée a la régression
linéaire. Nous reprenons les notations de la section 6.6.

7.5 Régularisation /, : régression ridge

Une des formes les plus courantes de régularisation consiste a utiliser comme régulariseur la norme
£9 du vecteur 8 :

p
rldge( _’ Z (7.4)

j=0

On appelle régression ridge le modéle f : x — § ' Z dont les coefficients sont obtenus par

arg min||7 — X413 + A 1] (7.5)
BeRrp+1

Solution Le probléme (7.5) est un probléme d’optimisation convexe : il s’agit de minimiser une forme
quadratique. 1l se résout en annulant le gradient en /3 de la fonction objective :

Vs (Il7 = X313 + AIBIZ) =0 (76)
En notant I, € RP*P la matrice identité en dimension p, on obtient :
(Mp n XTX) Fr=xTg (7.7)

Comme A > 0, la matrice AI,, + X " X est toujours inversible. Notre probléme admet donc toujours
une unique solution explicite. La régularisation par la norme ¢ a permis de transformer un probleme
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potentiellement mal posé en un probleme bien posé, dont la solution est :

—

-1
g = ()\Ip " XTX) X7y (7.8)
Chemin derégularisation Onappelle chemin de régularisation!’évolution de la valeur du coefficient

de régression d’une variable en fonction du coefficient de régularisation A.

Le chemin de régularisation permet de comprendre I'effet de la régularisation sur les valeurs de .
En voici un exemple sur la figure 7.4.

coefficients

102 10! 10° 10! 10
A

FIGURE 7.4 - Chemin de régularisation de la régression ridge pour un jeu de données avec 12 variables.
Chaque ligne représente 1'’évolution du coefficient de régression d’'une de ces variables quand A
augmente : le coefficient évolue de sa valeur dans la régression non régularisée vers 0.

Interprétation géométrique FEtantdonnés A € Ry, X € R"*P ety € R", il existeununiquet € R
tel que le probléme (7.5) soit équivalent a
arg min||§ — X 3|3 tel que || 3]|3 < t. (7.9)
BeRrp+1
Preuve : Léquivalence s’obtient par dualité et en écrivant les conditions de Karun-Kush-Tucker.

Larégression ridge peut donc étre formulée comme un probléme d’optimisation quadratique (minimiser
|7 — X 3]|2) sous contraintes (|| 5]|2 < ¢) : la solution doit étre contenue dans la boule ¢, de rayon v/%.
Sauf dans le cas ou 'optimisation sans contrainte vérifie déja la condition, cette solution sera sur la
frontiére de cette boule, comme illustré sur la figure 7.5.

7.6 Régularisation /; : lasso

Parcimonie Dans certaines applications, il peut étre raisonnable de supposer que I’étiquette que I'on
cherche a prédire n’est expliquée que par un nombre restreint de variables. Il est dans ce cas souhaitable
d’avoir un modele parcimonieux, ou sparse, c’est-a-dire dans lequel un certain nombre de coefficients
sont nuls : les variables correspondantes peuvent étre retirées du modeéle.
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B

b g4 solution sous contrainte

\Bf +p3<i?
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U

FIGURE 7.5 - La solution du probléeme d’optimisation sous contraintes (7.9) (ici en deux dimensions) se
situe sur une ligne de niveau de la somme des moindres carrés tangente a la boule /5 de rayon /7.

Pour ce faire, on peut utiliser comme régulariseur la norme ¢; du coefficient 3 :

p
Qasso(B) = 11811 =D _IB51. (7.10)
§=0
On appelle lasso le modéle f : = — T Z dont les coefficients sont obtenus par
argmin||j — X 33 + A 81 (7.11)
BeRrp+1

Le nom de lasso est en fait un acronyme, pour Least Absolute Shrinkage and Selection Operator : il
s’agit d’'une méthode qui utilise les valeurs absolues des coefficients (la norme ¢;) pour réduire (shrink)
ces coefficients, ce qui permet de sélectionner les variables qui n’auront pas un coefficient nul. En
traitement du signal, le lasso est aussi connu sous le nom de poursuite de base (basis pursuit en
anglais).

En créant un modele parcimonieux et en permettant d’éliminer les variables ayant un coefficient
nul, le lasso est une méthode de sélection de variables supervisée. Il s’agit donc aussi d'une méthode de
réduction de dimension.

Solution Lelasso 7.11 n’admet pas de solution explicite. On pourra utiliser un algorithme a directions
de descente pour le résoudre. De plus, il ne s’agit pas toujours d’un probléme strictement convexe (en
particulier, quand p > n) et il n’admet donc pas nécessairement une unique solution. En pratique, cela
pose surtout probléeme quand les variables ne peuvent pas étre considérées comme les réalisations de
lois de probabilité continues. Néanmoins, il est possible de montrer que les coefficients non nuls dans
deux solutions ont nécessairement le méme signe. Ainsi, 'effet d’'une variable a la méme direction dans
toutes les solutions qui la considerent, ce qui facilite I'interprétation d'un modele appris par le lasso.

Interprétation géométrique Comme précédemment, le probleme 7.11 peut étre reformulé comme
un probléme d’optimisation quadratique sous contraintes :
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Etant donnés A € R, X € R"™P et i € R™, il existe un unique ¢ € R, tel que le probléeme 7.11
soit équivalent a
arg min||7 — X 3|3 tel que || 31 < t. (7.12)
EERP‘H

La solution doit maintenant étre contenue dans la boule ¢; de rayon ¢. Comme cette boule a des
« coins », les lignes de niveau de la forme quadratique sont plus susceptibles d’y étre tangentes en un
point o1 une ou plusieurs coordonnées sont nulles (voir figure 7.6).

B

X 4———— solution sous contrainte

/ 1Bl +[Ba| <1
B

T

FIGURE 7.6 - La solution du probléme d’optimisation sous contraintes 7.12 (ici en deux dimensions) se
situe sur une ligne de niveau de la somme des moindres carrés tangente a la boule ¢; de rayon t.

Chemin de régularisation Sur le chemin de régularisation du lasso (par exemple figure 7.7, sur les
mémes données que pour la figure 7.4), on observe que les variables sortent du modeéle les unes apres les
autres, jusqu’a ce que tous les coefficients soient nuls. On remarquera aussi que le chemin de régularisation
pour n’importe quelle variable est linéaire par morceaux; c’est une propriété du lasso.

Si plusieurs variables corrélées contribuent a la prédiction de I'étiquette, le lasso va avoir tendance
a choisir une seule d’entre elles (affectant un poids de 0 aux autres), plutdt que de répartir les poids
équitablement comme la régression ridge. C’est ainsi qu’on arrive a avoir des modéles trés parcimonieux.
Cependant, le choix de cette variable est aléatoire, et peut changer sil’on répete la procédure d’optimisation.
Le lasso a donc tendance a étre instable.

7.7 Compléments

7.7.1 Critéres d’évaluation d’'un modéle de classification binaire dérivés de la matrice
de confusion

On appelle vrais positifs (en anglais true positives) les exemples positifs correctement classifiés;
faux positifs (en anglais false positives) les exemples négatifs étiquetés positifs par le modéle ; et réciproquement
pour les vrais négatifs (true negatives) et les faux négatifs (false negatives). On note généralement par
TP le nombre de vrais positifs, FP le nombre de faux positifs, TN le nombre de vrais négatifs et FN le
nombre de faux négatifs.

Il est possible de dériver de nombreux critéres d’évaluation a partir de la matrice de confusion. En
voici quelques exemples :
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FIGURE 7.7 - Chemin de régularisation du lasso pour un jeu de données avec 12 variables. Chaque
ligne représente 1'évolution du coefficient de régression d’'une de ces variables quand A augmente :
les variables sont éliminées les unes apres les autres.

On appelle rappel (recall en anglais), ou sensibilité (sensitivity en anglais), le taux de vrais positifs,
c’est-a-dire la proportion d’exemples positifs correctement identifiés comme tels :
TP

R |l= ——.
4PPE = TN

1l est cependant tres facile d’avoir un bon rappel en prédisant que tous les exemples sont positifs.
Ainsi, ce critére ne peut pas étre utilisé seul. On lui adjoint ainsi souvent la précision :

On appelle précision, ou valeur positive prédictive (positive predictive value, PPV) la proportion

de prédictions correctes parmi les prédictions positives :
[ TP
Précision = ————.

TP + FP

De méme que 'on peut facilement avoir un trés bon rappel au détriment de la précision, il est aisé
d’obtenir une bonne précision (au détriment du rappel) en faisant trés peu de prédictions positives (ce
qui réduit le risque qu’elles soient erronées)

Langlais distingue precision (la précision ci-dessus) et accuracy, qui est la proportion d’exemples
correctement étiquetés, soit le complémentaire a 1 du taux d’erreur, aussi traduit par précision en
francais. On utilisera donc ces termes avec précaution.

Pour résumer rappel et précision en un seul nombre, on calculera la F-mesure (F-score ou F1-score

en anglais), qui est la moyenne harmonique de la précision et du rappel :

Précision . Rappel 2TP

F=2 _ .
Précision + Rappel ~ 2TP + FP + FN

Enfin, on appelle spécificité le taux de vrais négatifs, autrement dit la proportion d’exemples négatifs
correctement identifiés comme tels.
TN

Spécificité = ———.
FP + TN
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7.7.2 Erreurs de régression

Pour mesurer 'erreur dans la méme unité que celle des étiquettes, on préfére souvent a I'erreur
quadratique moyenne sa racine, généralement appelée RMSE de I'anglais root mean squared error :

n

RMSE= | -3 (F() — ).

=1

Linterprétation de la RMSE requiert néanmoins de connaitre la distribution des valeurs cibles : une
RMSE de 1 cm n’aura pas la méme signification selon qu’on essaie de prédire la taille d’humains ou celle
de drosophiles. Pour répondre a cela, il est possible de normaliser la somme des carrés des résidus non
pas en en faisant la moyenne, mais en la comparant a la somme des distances des valeurs cibles a leur
moyenne. On appelle erreur carrée relative, ou RSE de I'anglais relative squared error la valeur

S (f(@) — )

RSE = i=1

> (yi - % die yl)z'

Le complémentaire a 1 de la RSE est le coefficient de détermination, noté R2.

On note le coefficient de détermination R? car il s’agit du carré du coefficient de corrélation de
Pearson entre les prédictions et les valeurs réelles.

Pour aller plus loin

« Pour aller plus loin dans 'interprétation géométrique de la régularisation ¢; vs ¢, vous pouvez
vous référer a 'animation sur https://github.com/ievron/RegularizationAnimation/

« Une autre fagon de voir la régularisation est de considérer qu'’il s’agit d’utiliser un a priori sur
les coefficients du modele. Ainsi, la ou, pour la régression linéaire, la minimisation du risque
empirique est équivalente a I'estimation par maximum de vraisemblance, la minimisation du
risque empirique régularisé par lanorme /5 est équivalente a I'estimation par maximum aposteriori
avec un a priori gaussien sur les coefficients du modele. De méme, la minimisation du risque
empirique régularisé par la norme ¢, est équivalente a I’estimation par maximum a posteriori avec
un a priori suivant une distribution de Laplace. Pour plus de détails, on se rapportera au Chapitre
7 de Machine Learning: A Probabilistic Perspective de Kevin P. Murphy

* Au-dela des normes /; et £, il est possible d"utiliser des régulariseurs de la forme €, ( 5 ) =] 5 l4-

« Une famille de régulariseurs appelés « structurés » permettent de sélectionner des variables qui
respectent une structure (graphe, groupes, ou arbre) donnée a priori. Ces approches sont utilisées
en particulier dans des applications bio-informatiques, par exemple quand on cherche a construire
des modeéles parcimonieux basés sur I'expression de génes sous I'hypothése que seul un petit
nombre de voies métaboliques (groupes de génes) est pertinent. Pour plus de détails, on se référera
par exemple a Learning with structured sparsity,J. Huang, T. Zhang & D. Metaxas, Journal of Machine
Learning Research 12 :3371-3412 (2011).

+ Un ouvrage entierement consacré au lasso et ses généralisations : Statistical learning with sparsity:
the Lasso and generalizations, T. Hastie, R. Tibshirani & M. Wainwright (2015).

« Larégularisation est une technique importante des problémes inverses que vous pourrez découvrir
dans 'ES du méme nom I'an prochain.



https://github.com/ievron/RegularizationAnimation/
https://probml.github.io/pml-book/book0.html
http://web.stanford.edu/~hastie/StatLearnSparsity/
http://web.stanford.edu/~hastie/StatLearnSparsity/
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7.8 QCM

Question 1. Unmodele de régression régularisée est plus susceptible de surapprendre si le parametre
de régularisation est

O élevé;
O faible;
O ca dépend des cas.

Question 2. Dans un lasso, il y a plus de coefficients nul quand le parametre de régularisation est
O élevé;
O faible;
O ¢a dépend des cas.

Question 3. Par rapport a un modeéle complexe, un modele plus simple est

O plus rapide a entrainer;
O plus susceptible de surapprendre;
O plus susceptible de bien généraliser;

O plus susceptible de minimiser le risque empirique.

Solution
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Chapitre 8 Modeles non-linéaires

Notions: réseaux de neurones artificiels, apprentissage profond, arbres de décision et foréts aléatoires,
méthodes a noyaux.

Objectifs pédagogiques :
— Décrire les similarités et différences entre réseaux de neurones artificiels et modéles linéaires;

— Utiliser I'astuce du noyau pour apprendre des modeles non-linéaires a partir des algorithmes
linéaires vus précédemment;

— Mettre en ceuvre un algorithme d’apprentissage ensembliste.

Tous les modeles d’apprentissage supervisé que nous avons vus jusqu’a présent utilisent une fonction
linéaire des variables. Il s’agit dans ce chapitre d’aborder comment construire des modeles non-linéaires,
dont la capacité de modélisation supérieure pourra permettre d’apprendre des modéles plus complexes.
Attention néanmoins au surapprentissage!

Dans ce chapitre, nous considérons sauf mention contraire un jeu de données D = {& i,yi}¢:17.,,,n
de n observations en p dimensions et leurs étiquettes dans ), avec )V = {0,1} pour un probléme de
classification binaire et ) = R pour un probleme de régression.

8.1 Modéles paramétriques non-linéaires

8.1.1 Régression polynomiale

Une premiére facon de construire des modeéles non-linéaires, que nous avons briévement abordée
dans la PC 4, consiste a apprendre une fonction de décision de la forme suivante :

p p P p p
Frdm B+ Bimj+ Y Y Bhamt -+ > oY Bhoerimn.we (81)
j=1 ¢=1

j=1k=1 j=1
~—

d termes

On parle alors de régression polynomiale de degré d.
1 s’agit en fait simplement d’une régression linéaire sur (d;p) variables.

Attention, on crée ainsi un grand nombre de variables, corrélées entre elles : il est alors indispensable
d’utiliser un terme de régularisation pour éviter le surapprentissage.

Le principe s’applique aussi a la régression logistique (vue dans la PC 5).

8.1.2 Perceptron

Les réseaux de neurones artificiels permettent d’autres formes de régressions non-linéaires, et sont
bien plus flexibles que les régressions polynomiales.

Lhistoire des réseaux de neurones artificiels remonte aux années 1950 et aux efforts de psychologues
comme Franck Rosenblatt pour comprendre le cerveau humain. Initialement, ils ont été congus dans
le but de modéliser mathématiquement le traitement de I'information par les réseaux de neurones
biologiques qui se trouvent dans le cortex des mammiféres. De nos jours, leur réalisme biologique
importe peu et c’est leur efficacité a modéliser des relations complexes et non linéaires qui fait leur
succes.
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Le premier réseau de neurones artificiels est le perceptron, proposé par Rosenblatt en 1957. 11
comporte une seule couche et a une capacité de modélisation limitée. Le perceptron (figure 8.1) est
formé d’une couche d’entrée de p neurones, ou unités, correspondant chacune a une variable d’entrée.
Ces neurones transmettent la valeur de leur entrée a la couche suivante. A ces p neurones on ajoute
généralement une unité de biais, qui transmet toujours la valeur 1. Cette unité correspond a la colonne
de 1 que nous avons ajoutée aux données dans les modeles linéaires (équation (6.17)). On remplacera
dans cette section tout vecteur ¥ = (z1,x2, . . . ,&p) parsaversionaugmentéed'un1: 7 = (1,x1,22,...,2p).

La premiere et unique couche du perceptron (apres la couche d’entrée) contient un seul neurone,
auquel sont connectées toutes les unités de la couche d’entrée.

Ce neurone calcule une combinaison linéaire o(Z) = wg + E§=1 wjx; des signaux x1,z2, ...,
qu'il recoit en entrée, auquel il applique une fonction d’activation a, dont il transmet en sortie le
résultat. Cette sortie met en ceuvre la fonction de décision du perceptron.

Ainsi, si I'on appelle w; le poids de connexion entre I'unité d’entrée j et le neurone de sortie, ce
neurone calcule

P
f(Z) =a(o(¥)) =a | wo + ija:j =a ((W, 7)) . (8.2)
j=1

1l s’agit donc bien d'un modéle paramétrique.

QL

w

@wl P
a | wg + W;T;
@ H

/wp

FIGURE 8.1 - Architecture d'un perceptron.

Dans le cas d’'un probleme de régression, on utilisera tout simplement I'identité comme fonction
d’activation. Le modele appris est donc & — (w,%), comme dans le cas de la régression linéaire.

Le cas de la classification binaire, utilisant un seuil comme fonction d’activation, est historiquement
le premier a avoir été traité. On utilisera plutét, comme dans le cas de la régression logistique (voir
PC 5), une fonction logistique (voir équation (6.10)) pour modéliser la probabilité d’appartenir a la classe
positive. Le modele appris est donc

1 1
1+e°@  1+exp(—(w,7))

—

X —

(8.3)

Apprentissage incrémental Pour entrainer un perceptron, nous allons chercher, comme pour toute
régresssion paramétrique, a minimiser le risque empirique. Cependant, nous allons supposer que les
observations (&) ne sont pas disponibles simultanément, mais qu’elles sont observées séquentiellement.
Cette hypotheése découle de la plasticité des réseaux de neurones biologiques : ils s’adaptent constamment

en fonction des signaux qu'ils regoivent. Nous allons donc utiliser un algorithme d’entrainement incrémental,
qui s’adapte a des observations arrivant les unes apres les autres. En anglais, on parlera d’online learning.

1l s’agit donc d’appliquer un algorithme a directions de descente itérativement, observation par observation,
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comme décrit dans la section 8.1.3, ou vous trouverez aussi plus de détails sur les fonctions de perte
utilisées. C’est cela qui distingue un perceptron d’une régression linéaire (pour la régression) ou logistique
(pour la classification).

8.1.3 Entrainement du perceptron e

Lentralnement du perceptron commence par une initialisation aléatoire du vecteur de poids de
connexions (wéo),wgo), o ,wz(go)>, par exemple, @ = 0.

Puis, a chaque observation, on ajuste ce vecteur dans la direction opposée au gradient du risque
empirique. Formellement, & une itération de I'algorithme, on tire une nouvelle observation (%) et
on actualise, pour tout j, les poids de connexion de la fagon suivante :

OL(y',f(Z))

0, . (8.4)

Wi < w; — 1N
Il est possible (et méme recommandé dans le cas ot les données ne sont pas extrémement volumineuses)
d’itérer plusieurs fois sur I'intégralité du jeu de données.

Cet algorithme a un hyperparametre, n > 0, qui est le pas de I'algorithme du gradient et que
I'on appelle la vitesse d’apprentissage (ou learning rate) dans le contexte des réseaux de neurones
artificiels. Cet hyperparametre joue un rdle important : s’il est trop grand, I'algorithme risque d’osciller
autour de la solution optimale, voire de diverger. A 'inverse, s'il est trop faible, I'algorithme va converger
tres lentement. 1l est donc essentiel de bien choisir sa vitesse d’apprentissage.

En pratique, on utilise souvent une vitesse d’apprentissage adaptative : relativement grande au
début, puis de plus en plus faible au fur et a mesure que 'on se rapproche de la solution. Cette approche
est a rapprocher d’algorithmes similaires développés dans le cas général de I'algorithme du gradient,
comme par exemple la recherche linéaire par rebroussement (backtracking line search).

Classification probabiliste Dans le cas de la classification probabiliste, visant a prédire la probabilité
d’appartenir a la classe positive plutét qu'une étiquette binaire, on utilise I'entropie croisée comme
fonction de cofit (cf section 6.4.2) :

L(y' . f(Z") = —y'n ((@, 7)) — (1 = y") In (1 — (&, T))
Quelques lignes de calcul montrent que la regle d’actualisation (8.4) devient :

wj  wj —n(f(&) —y")a. (8.5)

Régression Dans le cas de la régression, on utilise comme fonction de cofit le colit quadratique :
1

Ly J(#) = 5 (v — (@, 8)". (56)

La regle d’actualisation (8.4) devient :
wj — w; — n(f(xh — yl)x; (8.7)
C’est exactement la méme reégle que pour la classification probabiliste (équation (8.5)).

8.1.4 Perceptron multi-couche

La capacité de modélisation du perceptron est limitée car il s’agit d'un modele linéaire. Apres I'enthousiasme
généré par les premiers modeles connexionistes, cette réalisation a été al’origine d'un certain désenchantement
au début des années 1970... qui est maintenant bien loin derriére nous. De I'annotation automatique
d’images a la reconnaissance vocale, les récents succes de I'intelligence artificielle sont nombreux a
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reposer sur les réseaux de neurones profonds, et le deep learning (ou apprentissage profond) fait en
effet beaucoup parler de lui.

On appelle perceptron multi-couche, ou multi-layer perceptron (MLP) en anglais, un réseau de neurones
construit en insérant des couches intermédiaires entre la couche d’entrée et celle de sortie d’'un
perceptron. On parlera parfois de couches cachées par référence a l’anglais hidden layers. Chaque neurone
d’une couche intermédiaire ou de la couche de sortie recoit en entrée les sorties des neurones de la
couche précédente. Il n’y a pas de retour d’'une couche vers une couche qui la précéde; on parle ainsi
aussi d’un réseau de neurones a propagation avant, ou feed-forward en anglais.

En utilisant des fonctions d’activation non linéaires, telles que la fonction logistique, la fonction
tangente hyperbolique, ou une fonction linéaire seuillée (telle que ReLU, pour Rectified Linear Unit, qui
dénote dans la communauté de 'apprentissage profond la fonction u — max(0,u)), on crée ainsi un
modele paramétrique non linéaire.

__ Exemple

Prenons 'exemple d’'un perceptron avec deux couches intermédiaires comme illustré sur
la figure 8.2. Notons w;?q le poids de la connexion du neurone j de la couche (h— 1) au neurone
g de la couche h, ay, 1a fonction d’activation utilisée en sortie de la couche h, et pj, le nombre
de neurones dans la couche h.

. 1 N i\ ’ 1 P 1 ...

Lasortie z, du g-éme neurone de la premiere couche cachée vaut z, = a; (Z o W; qxj> :

La sortie z2 du g-éme neurone de la deuxiéme couche cachée vaut z7 = as ( i w?qzl) .
s i 2\ — P2 3.2
Enfin, la sortie du perceptron vaut f (%) = ag (ZFI w; zj) .

Ainsi, en supposant qu’on utilise une fonction logistique pour tous les neurones des couches
cachées, la sortie du perceptron vaut

p2 1
f(#) = a3 Z w?q

Y
=0 _\ M 2 1
J 1+exp ( =0 Wiq Trexp(— 37 _g wl z;)

i=0Yjq

ce qui devrait vous convaincre de la capacité du perceptron multi-couche a modéliser des
fonctions non linéaires.

FIGURE 8.2 - Architecture d’'un perceptron multi-couche.
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Nombre de paramétres Le perceptron multi-couche est un modele paramétrique dont les parametres
sont les poids de connexions w?q. Le nombre de couches et leurs nombres de neurones font partie
des hyperparamétres : on les suppose fixés, ce ne sont pas eux que 'on apprend. Ce modele a donc
d’autant plus de parameétres (c’est-a-dire de poids de connexion) qu’il y a de couches intermédiaires
et de neurones dans ces couches. Cela leur confére une grande puissance de modélisation (voir plus de
détails a la section 8.4.2), mais le risque de surapprentissage est élevé. Les réseaux de neurones profonds

requiérent ainsi souvent des quantités massives de données pour apprendre de bons modeles.

8.1.5 Entrainement d’un perceptron multi-couche

Il est important de remarquer que la minimisation du risque empirique pour un perceptron multi-
couche n’est pas un probléme d’optimisation convexe. Ainsi, nous n’avons pas d’autres choix que d’utiliser
un algorithme a directions de descente, sans aucune garantie de converger vers un minimum global.

Linitialisation des poids de connexion, la standardisation des variables, le choix de la vitesse d’apprentissage
et celui des fonctions d’activation ont tous un impact sur la capacité du perceptron multi-couche a
converger vers une bonne solution. Entrainer un réseau de neurones multi-couche n’est pas chose aisée.

Rétropropagation Néanmoins, le principe fondamental de I'apprentissage d'un perceptron multi-
couche, connu sous le nom de rétropropagation ou backpropagation (souvent raccourci en backprop),
est connu depuis des décennies. Il repose, comme pour le perceptron, sur l'utilisation de I'algorithme
du gradient pour minimiser,  chaque nouvelle observation, le risque L(y, f(*)). Pour plus de détails,
reportez-vous a la section 8.4.3.

8.1.6 Deep learning

Le domaine de 'apprentissage profond repose fondamentalement sur les principes que nous venons
de voir. En effet, un perceptron multi-couche est profond dés lors qu’il contient suffisamment de couches
- la définition de « suffisamment » étant subjective. Le domaine de 'apprentissage profond s’intéresse
aussi a de nombreuses autres architectures comme les réseaux récurrents (RNN, pour Recursive Neural
Nets), et en particulier Long Short-Term Memory (LSTM) networks pour modéliser des données séquentielles
(telles que du texte ou des données temporelles) et les réseaux convolutionnels (CNN, pour Convolutional
Neural Nets) pour le traitement d’images.

Dans tous les cas, il s’agit essentiellement d’utiliser ces architectures pour créer des modéles paramétriques
(potentiellement trés complexes), puis d’en apprendre les poids par un algorithme a directions de
descente.

Lapprentissage des poids de connexion d’un réseau de neurones profond pose des difficultés techniques :
en effet, le probléme d’optimisation a résoudre n’est pas convexe, et il n’est pas évident de converger
vers un « bon » minimum. Cette tiche est d’autant plus difficile que le réseau est complexe, et les progres
dans ce domaine ne sont possibles que grace au développement de méthodes pour la rendre plus aisée.

Une des techniques les plus importantes dans ce domaine est le pré-entrainement, ou pretraining : il
s’agit d’utiliser un réseau de neurones profond entrainé sur une tres grosse base de données de méme
nature que le probléme que I'on cherche a résoudre pour initialiser 'optimisation sur notre jeu de
données. Par exemple, pour une tache de classification sur un jeu de données de quelques milliers
d’images médicales, on partira d’un réseau de neurones entrainé sur une base de données d’images
naturelles telle que ImageNet, qui contient des millions d’images appartenant a plus de 20 000 classes.

De plus, les réseaux de neurones profonds ont de nombreux parametres, et requierent donc I'utilisation
de grands volumes de données pour éviter le sur-apprentissage. Il est donc généralement nécessaire de
les déployer sur des architectures distribuées.
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Ainsi, malgré son succes dans certains domaines d’application (notamment images, texte, et séries
temporelles), le deep learning est délicat a mettre en place et n’est pas toujours la meilleure solution
pour résoudre un probléme de machine learning, en particulier face a un petit jeu de données.

Apprentissage de représentations ¢ On associe souvent aux réseaux de neurones profond la notion
de representation learning. En effet, il est possible de considérer que chacune des couches intermédiaires
successives apprend une nouvelle représentation (27,24, . . . ,z]}jh) des données a partir de lareprésentation
de la couche précédente, et ce jusqu’a pouvoir appliquer un algorithme linéaire a la représentation

contenue dans la derniére couche intermédiaire.

8.2 Méthodes a noyaux

Les méthodes a noyaux permettent de construire des modeles non-linéaires de régression ou de
classification sur le méme modele que la régression polynomiale, mais sans avoir a calculer explicitement
les nouvelles variables. Nous allons tout d’abord illustrer leur principe sur 'exemple de la régression
ridge.

8.2.1 Exemple de la régression ridge quadratique

Nous utilisons ici les mémes notations qu’a la section 7.5. La fonction de prédiction de la régression
ridge est de la forme f: Z — (Z,8*), ou 3 * est donné par I'équation (7.8) :

g = (Mp n XTX) Xy (8.8)

En remplacant 5 * par sa valeur, la fonction de prédiction peut se réécrire comme :
f:@e X T+ XX )y (8.9)
Vous en trouverez la preuve section 8.4.4.

Nous allons maintenant traiter I'exemple de la régression ridge quadratique, c’est-a-dire d’'une
régression polynomiale de degré 2 régularisée par un terme (5. Définissons I'application
¢: RP - R™
(x1,22,...,2p) = (1,\@361,\/53:2, . ,\/§a:p, 2 1Ty, ... ,x?)),
avecm = 1+ p+ ip(p + 1) le nombre de monomes de p variables de degré au plus 2. Les coefficients
/2 sont introduits ici pour des facilités de calcul plus tard; ils ne changent rien conceptuellement.
La fonction de décision d’une régression quadratique est une fonction linéaire de ¢ () : la régression

polynomiale est équivalente a une régression linéaire sur un espace de plus grande dimension (ici, m).
Pour entrainer une régresion ridge quadratique, nous pouvons donc entrainer une régression ridge sur

les données {(#(z1),y"),(6(2).4%), .. .((Z™) y") }-

Posons donc ® € R™*™ la matrice décrivant les images des observations (#1,72,...,7") par ¢.
L'équation (8.9), appliquée a ¢(Z), devient alors
fo: T Q(@)OT (N, + 0D T) 71y, (8.10)
Définissons maintenant la fonction
kE:RP x RP - R
(8.11)

" = ($(F), ¢(Z)).

Construisons le vecteur x € R™ dont la i-éme entrée est x; = (4(T), (T)) = k(Z,7%), et la
matrice K € R™ " dont 'entrée K;; est Ky = (¢p(Z?), ¢(Z!)) = k(F?,#'). Nous pouvons maintenant



8.2. METHODES A NOYAUX 89

réécrire I'équation (8.10) comme
foT = k(AL + K) "y, (8.12)

dans laquelle ¢ n’apparait plus qu’a travers des produits scalaires (calcul de « et K). Cela signifie que
nous pouvons apprendre une régression ridge quadratique sans utiliser ¢, a condition de connaitre k.

Cette phrase peut paraitre surprenante, car nous avons défini k en utilisant ¢.

Cependant, pour tout 7 et ' de R,
k(E &) = (@ 2" +1)°.

Il est donc possible d’apprendre une régression ridge quadratique sans calculer explicitement les

images des #* ou de I'observation ¥ a étiqueter dans R™.

Celaaun intérét calculatoire. En effet, calculer ¢(Z) puis ¢(Z') puis leur produit scalaire requiert de
Pordre de 2m+2m = 2+2p-+p(p+1) opérations. A I'inverse, calculer (¥, #') puis ajouter 1 et élever le
tout au carré requiert p + 2 opérations : la deuxiéme option est moins cofiteuse. Evidemment, pour une
régression quadratique et un faible nombre de variables, ces deux valeurs sont toutes les deux faibles.
Cependant, la différence de temps de calcul entre les deux approches va augmenter avec le nombre de
variables et le degré de polynéme considéré.

La démarche que nous avons présentée ici se généralise a

— n’importe quelle fonction k& de deux variables s’écrivant sous la forme du produit scalaire des
images de ces variables dans un espace de Hilbert !;

— n’importe quelle procédure d’apprentissage dans laquelle les observations n’apparaissent que
sous la forme de produits scalaires entre observations.

C’est ce que nous faisons dans la section suivante.

8.2.2 Méthodes a noyau

Noyau Onappelle noyau sur un espace quelconque X toute fonction k: X — R continue, symétrique

et semi-définie positive 2.

Le théoréme de Moore-Aronszajn 3 garantit alors I'existence d'un espace de Hilbert H et d'une application
¢: X — H telle que pour tout (Z,2') € X x X, k(Z, ") = (¢(Z), d(Z')) .

Nous appellerons H I'espace de redescription, car il permet de décrire les éléments de X" avec de
nouvelles variables.

Astucedunoyau Ftant donnée une procédure d’apprentissage automatique dans laquelle les observations
n’apparaissent que dans des produits scalaires entre observations, on peut remplacer tous les produits
scalaires en question par un noyau. Cela revient a appliquer la méme procédure d’apprentissage dans
I'espace de redescription.

Cela signifie que nous n’avons pas besoin de faire de calculs dans #, qui est généralement de trés grande
dimension : c’est ce que I'on appelle I'astuce du noyau. Elle s’applique non seulement a la régression
ridge, mais aussi a de nombreux autres algorithmes d’apprentissage, dont la SVM (vues dans la PC 5),

ce que vous pouvez lire en plus de détails dans la section 8.4.7.

1. A savoir, un espace de dimension potentiellement infinie et muni d’'un produit scalaire; il s’agit d’une généralisation
des espaces euclidiens. Vous pouvez considérer qu’un espace de Hilbert est R™ ou C™, avec potentiellement « m = 400 ».

2. au sens ot pour tout N € N, pour tout (Z',&2%,...2") € AN et pour tout (a1,a2,...an) € RV,
SN SN aiak(#,2") > 0. En particulier, la matrice K définie 2 la section précédente est ainsi semi-définie positive.

3. Démontré dans Theory of reproducing kernels, N. Aronszajn, Transactions of the American Mathematical Society
68(3) :337-40 (1950), et attribué a E. Hastings Moore.
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Quand on applique I'astuce du noyau a la régression ridge, on parle de régression ridge a noyau
ou kernel ridge regression (KRR) en anglais.

Le noyau polynomial de degré d € N, défini sur R? x RP par k(#,&') = ((#,&') +c)?, ol
¢ € R permet d’inclure des termes de degré inférieur a d, correspond a un espace de redescription
‘H comptant autant de dimensions qu'il existe de mondmes de p variables de degré inférieur ou égal a
d, soit (714).

Encore plus puissant, le noyau radial gaussien, ou noyau RBF (pour Radial Basis Function), de bande

= =112
IIchQ:2 I
redescription H de dimension infinie, ce qui se démontre en utilisant le développement en série entiere
de la fonction exponentielle (voir détails section 8.4.5).Ainsi, 'équation (8.12) ol x et K ont été calculés
avec le noyau RBF ci-dessus permet d’apprendre une régression polynomiale de degré arbitrairement
grand.

passante o > 0, et défini sur R x RP par k(Z,Z') = exp (— ) , correspond a un espace de

Vous trouverez plus d’exemples de noyaux dans la section 8.4.6.

8.3 Arbres et foréts

A T'exception de I'algorithme des k plus proches voisins (cf. Projet numérique), les algorithmes
d’apprentissage supervisé que nous avons vus jusqu'a présent permettent d’apprendre des modeles
paramétriques. Les arbres de décision sont un autre exemple de modéle simple et non-paramétrique *.

8.3.1 Arbres de décision

On appelle arbre de décision (decision tree en anglais) un modele prédictif qui peut étre représenté
sous la forme d’un arbre. Chaque noeud de 'arbre teste une condition sur une variable et chacun de
ses enfants correspond a une réponse possible a cette condition. Les feuilles de I'arbre correspondent
a une étiquette.

Pour prédire I'étiquette d'une observation, on « suit » les réponses aux tests depuis la racine de
I'arbre, et on retourne I'étiquette de la feuille a laquelle on arrive.

Ils sont couramment utilisés en dehors du monde du machine learning, par exemple pour décrire
les étapes d’'un diagnostic ou d’un choix de traitement pour un médecin, ou les chemins possibles dans
un « livre dont vous étes le héros ». La figure 8.3 présente un tel arbre de décision.

Les arbres de décision permettent de traiter naturellement des variables qualitatives. Ils permettent
aussi de traiter des classes multi-modales (comme ici pour I'étiquette « pomme », qui est affectée a un
fruit grand et rouge ou a un fruit jaune et rond.)

8.3.2 Comment faire pousser un arbre de décision (cas binaire)

Lalgorithme utilisé pour entrainer un arbre de décision est appelé CART, pour Classification And
Regression Tree. 1l s’agit d’'un algorithme de partitionnement de I'espace par une approche gloutonne,
récursive et divisive. Dans cette section, nous expliquons comment entrainer un arbre de décision pour
un probleme de classification binaire sur des variables binaires : on considere Y = {0,1} et z; € {0,1}
pourtoutj =1,...p.

4, Les modeéles appris par des méthodes a noyau sont aussi non-paramétriques : il n’y a plus d’hypothése sur la distribution
de (X,Y"). La complexité d'un modéle a noyau augmente avec le nombre d’observations.



8.3. ARBRES ET FORETS 91

i Rouge ?
oui non
Petit ? - Incurvé ?
________ P b
oui non oui non

FIGURE 8.3 - Exemple d’arbre de décision pour classifier des fruits entre pommes (+) et autres (-).

A chaque nceud d’un arbre de décision construit par CART correspond une variable séparatrice
(splitting variable) j € {1,...,p} selon laquelle vont étre partitionnées les données. Cette variable
séparatrice définit deux régions, correspondant aux enfants du nceud considéré :

Ri(j) ={2|z; =0} Re(j) ={Z|z; =1}
Au niveau de la racine de I'arbre, R; et R, partitionnent ’ensemble des observations. Ensuite, chaque
nceud partitionne uniquement les observations qui sont arrivées jusqu’a lui, autrement dit qui vérifient
toutes les conditions dictées par ses parents.

Exemple Sur I'exemple de la figure 8.3, au nceud « incurvé », R; est 'ensemble des fruits non rouge
et de forme incurvée, et R, est 'ensemble des fruits non rouge et de forme non incurvée. Si la majorité
des individus de R; ne sont pas des pommes, on associe alors I'étiquette négative a tous les individus de
R;. Si la majorité des individus de R, sont des pommes, on associe alors I'étiquette positive a tous les
individus de R, (malgré la présence de citrons dans R,, qui ne seront identifiés qu’au nceud suivant).

A chaque itération de CART, on itére sur toutes les valeurs possibles de j pour déterminer celle
qui minimise localement I'erreur faite en attribuant a toutes les observations d'une région I’étiquette
majoritaire dans cette région. Il s’agit donc bien d’'un probléme de minimisation du risque empirique.
Cependant, il s’agit d’'un algorithme glouton : il n’y a aucune garantie que cette stratégie aboutisse a
I'arbre de décision dont I'erreur sur le jeu d’entrainement est minimale.

Formalisation ¢ On peut formellement noter :

argmin | —— > Lwl)+ e > L) (8.13)
je{l,...,p} |Ry(5)] LFER()) |R(5)] LF R ()

avec y;(7) I'étiquette majoritaire dans R;(j), a savoir

u(j) = argmax|{i: &' € Ri(j) |y' = e},
ce{0,1}
et, similairement, y,.(7) I'étiquette majoritaire dans R, ().
La section 8.4.9 donne plus de détail sur la fonction de perte L utilisée dans le cas des arbres de
décision. Vous pouvez considérer qu’on utilise I'erreur de classification.
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La section 8.4.8 montre comment étendre ce principe a des problemes de régression et a des variables
discreétes (de plus de deux modalités) ou continues. 1l s’agit

— pour traiter les variables non-binaires, de les binariser (pour une variable continue, il s’agira de
les comparer a un seuil);

— pour traiter la régression, de remplacer le vote de la majorité par une moyenne.

Malheureusement, les arbres de décision ont tendance a donner des modeéles trop simples et a
avoir des performances de prédiction a peine supérieures a des modeles aléatoires et peu robustes aux
variations dans les données. On les qualifie d’apprenants faibles (weak learners en anglais). Heureusement,
il est possible d’y remédier grace aux méthodes ensemblistes.

8.3.3 Méthodes ensemblistes

Les méthodes ensemblistes sont des méthodes tres puissantes en pratique, qui reposent sur 'idée
que combiner de nombreux apprenants faibles permet d’obtenir une performance largement supérieure
aux performances individuelles de ces apprenants faibles, car leurs erreurs se compensent les unes les
autres.

__ Exemple

La figure 8.4 illustre ce concept : il s’agit d’une tiche de classification en deux dimensions,
danslaquelle les deux classes sont séparées par une diagonale. Le seul algorithme d’apprentissage
dont nous disposons apprend uniquement des frontiéres de décisions en escalier, avec un
nombre limité de paliers (5 sur la figure). Combiner plusieurs (sur la figure, 7, mais en pratique,
bien plus) de ces frontiéres de décision en escalier peut nous donner une bien meilleure approximation
de la véritable frontiére de décision.

FIGURE 8.4 - Chacune des frontiéres de décision en escalier est une mauvaise approximation de la vraie
frontiére qui est la diagonale en trait interrompu. Cependant, combiner ces escalier (trait plein) permet
une meilleure approximation de la diagonale.

Les méthodes ensemblistes sont particulierement pertinentes lorsque les modéles que I’on combine
ont été appris par des apprenants faibles, c’est-a-dire simples a entrainer et peu performants. En pratique,
si les modeles individuels sont déja performants et robustes au bruit, le modéle ensembliste ne sera pas
nécessairement meilleur. On utilise le plus souvent des arbres de décision comme modeéles individuels.
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8.3.4 Bagging

Mais comment créer plusieurs arbres de décision différents a partir d'un unique jeu de données?
Le bagging est une méthode paralléle, basée sur le ré-échantillonnage, qui permet de créer des arbres
indépendants les uns des autres.

Il consiste a former B versions de D par échantillonnage bootstrap, autrement dit en tirant n
exemples de D avec remplacement. Ainsi, chaque exemple peut apparaitre plusieurs fois, ou pas du tout,
dans Dy,. Chaque arbre est entrainé sur un de ces échantillons boostrap, ce qui peut étre fait en paralléle.
Les B prédictions sont ensuite combinées

— par vote de la majorité dans le cas d’'un probléme de classification;

— en prenant la moyenne dans le cas d’'un probléme de régression.

Taille d’un échantillon bootstrap e La probabilité que (Z*,y*) apparaisse dans D, peut étre calculée
comme le complémentaire a 1 de la probabilité que (Z*,y") ne soit tiré aucune des n fois. La probabilité
de (Z,y") soit tiré une fois vaut 1. Ainsi

P[(#y) € Dy = 1 — (1 _ 1)71‘

n

Quand n est grand, cette probabilité vaut donc environ 1 — e~ ~ 0.632, car la limite en +o0o de

(1 + %)n vaut €%, Ainsi, D, contient environ deux tiers des observations de D.

8.3.5 Foréts aléatoires

La puissance des méthodes ensemblistes se révele lorsque les apprenants faibles sont indépendants
conditionnellement aux données, autrement dit aussi différents les uns des autres que possible, afin
que leurs erreurs puissent se compenser les unes les autres. Pour atteindre cet objectif, I'idée des foréts
aléatoires (ou random forests) est de construire les arbres individuels non seulement sur des échantillons
différents (comme pour le bagging), mais aussi en utilisant des variables différentes.

Plus précisément, les arbres construits pour former une forét aléatoire difféerent de ceux appris par
CART en ce que, a chaque nceud, on commence par sélectionner ¢ < p variables aléatoirement, avant
de choisir la variable séparatrice parmi celles-ci. En classification, on utilise typiquement ¢ ~ /p, ce
qui permet aussi de réduire considérablement les temps de calculs puisqu’on ne considére que peu de
variables a chaque nceud (5 pour un probléme a 30 variables, 31 pour un probléme avec 1000 variables).
Pour la régression, le choix par défaut est plutét de ¢ ~ £. Ces valeurs sont basées sur la pratique; la
théorie des foréts aléatoires est toujours trés peu développée, bien que cette méthode ait été proposée
il y a une vingtaine d’années.

8.4 Compléments ee
8.4.1 Classification binaire avec un perceptron ee

Modéle Dans le cas d’'un probléme de classification binaire, on peut aussi utiliser directement une

fonction de seuil :
i r) <
f: T {O sio(Z) <0 (8.14)

1 sinon.

Fonctionde coiit On utilise alors une fonction de cofit connue sous le nom de critére du perceptron :

L(y',f(Z%) = max(0, — y'0o(Z*)) = max(0, — 3 (7, Z)) (8.15)
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Ce critére est proche de la fonction d’erreur hinge (voir section 2.2 de la PC 4). Quand la combinaison
linéaire des entrées a le bon signe, le critere du perceptron est nul. Quand elle a le mauvais signe, le
critére du perceptron est d’autant plus grand que cette combinaison linéaire est éloignée de 0.

Entrainement En utilisant ce critére, la régle d’actualisation (8.4) devient :
0 siylo(Th) >0
wj T
—y'z}  sinon.
Ainsi, quand le perceptron fait une erreur de prédiction, il déplace la frontiére de décision de sorte a
corriger cette erreur.

8.4.2 Approximation universelle ee

Théoréme de 'approximation universelle Soit a: R — R une fonction non constante, bornée,
continue et croissante et K un sous-ensemble compact de R”. Etant donné ¢ > 0 et une fonction f
continue sur K, il existe un entier m, m scalaires dy,do, . . . ,d,, m scalaires b;,bo, . . . ,b,,, et m vecteurs
Wy,Wa, . . . , Wy, de RP tels que pour tout ¥ € K,

m
F(@) =) di a ((@3,E) + bi)| < e
i=1
En d’autres termes, toute fonction continue sur un sous-ensemble compact de R? peut étre approchée
avec un degré de précision arbitraire par un perceptron multi-couche a une couche intermédiaire
contenant un nombre fini de neurones.

Ce théoréme > montre la puissance de modélisation du perceptron multi-couche. Cependant, ce
résultat ne nous donne ni le nombre de neurones qui doivent composer cette couche intermédiaire, ni
les poids de connexion a utiliser. Les réseaux de neurones a une seule couche cachée sont généralement
peu efficaces, et on aura souvent de meilleurs résultats en pratique avec plus de couches.

8.4.3 Rétropropagation ee

Pour actualiser le poids de connexion w?q du neurone j de la couche (h — 1) vers le neurone ¢

oL i 21 . . z \
de la couche h, nous devons calculer %. Pour ce faire, nous pouvons appliquer le théoréme
Jjq
de dérivation des fonctions composées (chain rule en anglais). Nous notons o? la combinaison linéaire

des entrées du j-éme neurone de la couche h; en d’autres termes, 2 = ah(og?). Par convention, nous

J
considérerons que z? = x;. Ainsi,

OL(y' . f(9) 0o  OL((y',f(&)) Dz Doy

n R h h o, h
60q ijq azq 8oq 8qu

(8.16)

5. Initialement démontré dans Approximation by superpositions of a sigmoidal function, G. Cybenko. Mathematics of Control,
Signals and Systems, 2(4) :303-314 (1989) et affiné dans Approximation capabilities of multilayer feedforward networks, K. Hornik,
Neural Networks 4(2) :241-257 (1991).
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et donc

OL(y'.f (@) (Z IL(y' S (&) 30¢+l> ozl ol

aw?q o o+l 82[1‘ 302 8w§‘q
ALy f (@) )
_ ) h+1 ! ( h h—1
— (Z s Wwe, > ah(oq) LA
r=1 r

Le gradient nécessaire a I'actualisation des poids de la couche  se calcule donc en fonction des
gradients % nécessaires pour actualiser les poids de la couche (h 4 1).

Cela va nous permettre de simplifier nos calculs en utilisant une technique de mémoisation, c’est-
a-dire en évitant de recalculer des termes qui reviennent plusieurs fois dans notre procédure.

Plus précisément, I'entralnement d’'un perceptron multi-couche par rétropropagation consiste
a alterner, pour chaque observation (#%,y) traitée, une phase de propagation avant qui permet de
calculer les sorties de chaque neurone, et une phase de rétropropagation des erreurs dans laquelle
on actualise les poids en partant de ceux allant de la derniére couche intermédiaire vers 'unité de sortie
et en « remontant » le réseau vers les poids allant de I'entrée vers la premiére couche intermédiaire.

__ Exemple

Reprenons le réseau a deux couches intermédiaires décrit sur la figure 8.2, en utilisant
I'identité comme derniére fonction d’activation as, une fonction d’erreur quadratique, et des
activations logistiques pour a; et as. Nous rappelons que la dérivée de la fonction logistique
peut s’écrire o’ (u) = v'o(u)(1 — o(u)).

Lors de la propagation avant, nous allons effectuer les calculs suivants :
p
1_ 1o o1 1
0, = E w;,Tj; 24 = 0(0,)
j=0

p1

p2
3 3,2 i 3_ 3
0° = g wizi; f(7") =27 = o”.
J=1

Lors de la rétropropagation, nous calculons tout d’abord

PWTTD) _ (5 —y) O = () o) 22
J J

en utilisant les valeurs de f (%) et zjz que nous avons mémorisées lors de la propagation avant.
Ainsi

w? <—w§’—77(f(;fi) —yi) 2]2

Nous pouvons ensuite appliquer 8.16 et calculer

OL(y'.f(Z1)  OL(y'.f(Z7)) Do

810?(1 aog aw?q
ou
OL(yt, f(Z? OL(v . f(T? , ‘
(yaao];(l‘ )) _ (83{](’(,;(111 ))wg’a’(og) — (f(fz) - yz) w;szg(l . Zg) (8.18)
q
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et
802 1
2 J*
Oqu

Nous pouvons donc utiliser les valeurs de f(Z"), 27 et zjl mémorisées lors de la propagation
avant, et w;} que nous venons d’actualiser, pour actualiser w?-q par
2 2 i i\ 3,2 2y 1
w,  wi, —n (f(Z") —y' ) wyzg (1 — 27) zj.
Enfin, nous pouvons de nouveau appliquer 8.16 et calculer
OL(y',f(Z' o~ OL(y',f (%'
(y',f(Z")) <Z (', f( ))w2r Zl(l 1

= z,) T
8wj1-q do? aw ) 0) @

r=1

Encore une fois, nous disposons de tous les éléments nécessaires : z! a été calculé lors de
’ . q

la propagation avant, les poids w, ont été actualisés a I'étape précédente, et les dérivées

AL(y,f(Z1))
doz

donc effectuer aisément notre derniére étape de rétropropagation :

p2 el =i
OL(y",f(Z*
w]lq — wjl-q —n ( g (y&f;( ))w§T> z;(l — Z;) xj.

r=1

partielles ont elles aussi été calculées a I'étape précédente (8.18). Nous pouvons

1l est bien siir possible d’ajouter une unité de biais a chaque couche intermédiaire; les dérivations
se font alors sur le méme principe.

8.4.4 Réécriture de la régression ridge ee
Lexpression (8.8) peut se réécrire en multipliant & gauche par (A, + X ' X), comme
. 1 .
f*=XTdaveca = X (y—Xﬁ*) .
Ainsi A\d = y — XX Td et donc
—1
q= ()Jn n XXT> y.
Ainsi,
Z[*) =X ad=2X (M, +XX") 1y
8.4.5 Noyau radial gaussien ee

Soit k le noyau radial gaussien de bande passante o > 0 sur R? :
k: RPxRP — R

f f/ — exp | — M
’ 202 '

S |17]? (%, 7') 12|
k(Z,2") = exp <— roal sl exp | =75 5~

+o00 Z. 7T +00 fl/rf 7! 1/7«33»/7«
—WZ(—“ ?>w<f,)_z<_<w<> () >>

Alors

o2ryl



8.4, COMPLEMENTS ee 97

_ =
202
a ce noyau est de dimension infinie.

avecy: RP - R, T~ exp ( ) . Cela explique pourquoi l'espace de redescription correspondant

8.4.6 Noyaux pour chaines de caractéres oo

L'astuce du noyau nous permet aussi de travailler sur des données complexes sans avoir a les exprimer
tout d’abord en une représentation vectorielle de longueur fixe. C’est le cas en particulier pour les
données représentées par des chaines de caractéres, comme du texte ou des séquences biologiques telles
que de ’ADN (définies sur un alphabet de 4 lettres correspondant aux 4 bases nucléiques) ou des protéines
(définies sur un alphabet de 21 acides aminés.)

Etant donné un alphabet A, nous utilisons maintenant X = A* (c’est-a-dire 'ensemble des chalnes
de caractéres définies sur A.) La plupart des noyaux sur X’ sont définis en utilisant I'idée que plus
deux chafnes z et 2’ ont de sous-chaines en commun, plus elles sont semblables. Etant donnée une
longueur k£ € N de sous-chaines, nous transformons une chaine = en un vecteur de longueur |.A|*
grace a l'application ¢: © — (¢, (x)),c4x, OU ¥y () est le nombre d’occurrences de u dans z. v peut
étre modifiée pour permettre les alignements inexacts, ou autoriser en les pénalisant les « trous » (ou
gaps.) On peut alors définir le noyau pour chaines de caracteres suivant :

k: A" xA* — R
rx Zwu(x)¢u(x').

ue Ak

Formellement, ce noyau nécessite de calculer une somme sur |.A*| = | A|* termes. Cependant, il peut
étre calculé de maniére bien plus efficace en itérant uniquement sur les (|| +1—k) chaines de longueur
k présentes dans z, les autres termes de la somme valant nécessairement 0. I s’agit alors d’un calcul en
O(lz| + |=']).

Dans le cas des protéines humaines, sil’on choisit £ = 8, on remplace ainsi un calcul dans un espace

de redescription de dimension supérieure a 37 milliards (21%) par une somme sur moins de 500 termes
(la longueur moyenne d’une protéine humaine étant de 485 acides aminés.)

8.4.7 SVM anoyau ee

Reprenons la formulation duale de la SVM a marge souple (a savoir la formulation donnée a la
question 2 de la section 2.2 de laPC 4) :

n n

I~y i
max 2 G =3 E 1 lg 1 aiaqytyt (@t 7 (8.19)
1= 1= =

n
t.q. Zaiyi =0et0<q; <C,pourtouti=1,...,n.
i=1

Posons k: R? x RP — R un noyau, H 'espace de redescription correspondant, et ¢: R? — H

— —

I'application telle que pour tout (Z,Z") € R? x RP, k(Z,Z") = (¢(Z), p(Z')) .-

Apprendre une SVM dans I'espace de redescription H (et non pas dans RP) revient a résoudre

n n

1 n . iy .
max » a;— 5 Z > aiogy'y ($(E7), (E)) (8.20)
i=1 i=1 [=1
n .
t.q. Zaiyl =0et0<q; <C,pourtouti=1,...,n.
i=1
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qui est donc équivalent a résoudre

- Iy il (i =l
max o — = o k(z', x 8.21
&ER"izl i 2;; Yy ( ’ ) ( )
n
t.q. Zaiyi =0et0<q; <C,pourtouti=1,...n.
i=1
Remarquez que I'on cherche toujours seulement n coefficients! C’est ce qui fait la force des SVM
a noyaux : on peut apprendre des modeles plus complexes sans changer le nombre de parametres a
apprendre, autrement dit sans augmenter le temps de calcul. Attention, ce temps de calcul dépend
maintenant du nombre d’observations, qui peut étre tres élevé a I’ére du Big Data...

—

Enfin, la fonction de décision est donnée dans le cas linéaire par f: Z — (W,%) + b et peut étre
réécrite comme

n
fiEe ) iy (TE) + b,
=1

d’apres la correspondance entre i et v donnée dans cette méme question 2 de la partie 2.2 de la PC 4,
asavoirw* =Y I | ay'T".

Dans le cas a noyau, la fonction de décision est donc donnée par

n
fiE3e > afy'k(F3) +b.
=1

8.4.8 Comment faire pousser un arbre de décision (cas général) ee

Dans le cas ou la variable de séparation est une variable discréte pouvant prendre plus de deux
valeurs (ou modalités), elle s’accompagne alors d'un sous-ensemble de ces valeurs S C dom(x;). Les
deux régions sont

Ri(5,8) ={Zz; € S} Re(5,5) ={T|x; ¢ S}.

Dans le cas ol la variable de séparation est une variable réelle, elle s’accompagne alors d’'un point de
séparation (splitting point) s qui est la valeur de la variable par rapport a laquelle va se faire la décision.

Les deux régions sont alors

Ri(j,s) ={Z|x; <s};  R(js) ={T|z; > s}.
Si I'on suppose les valeurs prises par la variable j dans D ordonnées : :zz:]1 < :L‘]2 <..., < a7, alorsles
i+l

B xZ . X B . .
valeurs possibles de s sont —— pour toutes les valeurs de i telles que x}“ # .

A chaque itération de I'algorithme CART, on itére sur toutes les valeurs possibles de j et, le cas
échéant, toutes les valeurs possibles de s ou S pour déterminer celle qui minimise localement I'erreur
faite en attribuant a toutes les observations de la région de gauche (R;) (resp. de droite (R,.)) leur
étiquette majoritaire (dans le cas d’un probléme de classification) ou moyenne (dans le cas d’un probléme
de régression).

Formellement, notons Z I'ensemble des variables de séparations possibles, a savoir 'union
— des indices j des variables binaires;

— des couples (j,S) de paires de variables discretes a plus de deux modalités, et de tous les sous-
ensembles S possible de ces modalités;

— des couples (j,s) de paires de variables continues et des points de séparation possibles.
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Nous noterons donc ainsi ( € Z une variable de séparation, accompagnée si elle est discréte d'un sous-
ensemble S de valeurs ou si elle est continue d’un seuil s, ce qui nous permet de noter R;(¢) et R,.(¢)
les deux régions définies par ¢ indépendamment de sa nature binaire, discréte ou continue.

Notons maintenant
© {arg max o 131{i: ' € Ry(C) | y' = c}| pour un probléme de classification binaire
yils) =

Wle(C)}I D i FiER(C) Yy pour un probléme de régression.

on généralise alors I'’équation (8.13) en :

arg min

CeT IRll(C)| Z Ly"n(€) + 1 Z Ly yr(C)) (8.22)

R, ,
TieR(¢) | (<)| :E'ER,(C)

Dans le cas d’un probleme de régression, la fonction de perte L est, encore une fois, 'erreur quadratique
moyenne. Voir la section 8.4.9 pour les problémes de classification.

Ainsi, avec beaucoup d’échantillons et beaucoup de variables continues, un arbre de décision peut
étre long a entrainer : il faut a chaque nceud tester toutes les variables et chacun de leur seuils, ce qui
fait de I'ordre de np opérations par noeud.

8.4.9 Critéres d’impureté pour les arbres de décision ee

Dans le cas d’un probléme de classification, on appelle la fonction de perte utilisée pour apprendre
un arbre de décision son critére d’'impureté : il quantifie a quel point la région considérée est « polluée » par
des éléments des classes qui n’y sont pas majoritaires.

Il existe plusieurs critéres d’impureté, que nous détaillons dans cette section : 'erreur de classification,
I'entropie croisée et 'impureté de Gini. Pour les définir, nous allons utiliser la notation p.(R) pour
indiquer la proportion d’exemples d’entrainement de la région R qui appartiennent a la classe c:

1 .
pe(R) = @ Z (y"c).
TER
Lerreur de classification définit I'impureté d’une région R comme la proportion d’individus de
cette région qui n’appartiennent pas a la classe majoritaire :

Imp(R) =1 — max(po(R), p1(R)). (8.23)
Sitous les individus de R appartiennent a la méme classe, I'erreur de classification vaut 0; a I'inverse, si

R contient autant d’exemples de chacune des 2 classes, po(R) ~ % quelle que soit la classe c, et I'erreur
de classification vaut 3.

Lentropie croisée définit 'impureté d’une région R de sorte a choisir la séparation qui maximise le
gain d’information :le but de la construction est alors de minimiser la quantité d’information supplémentaire
nécessaire pour étiqueter correctement les exemples d’entrainement de R.

Imp(R) = — (po(R) logy po(R) + p1(R) logy p1(R)) - (8.24)
Si tous les exemples d’une région appartiennent a la méme classe, 'entropie croisée de cette région
vaut 0; a I'inverse, si une région contient autant d’exemples de chacune des 2 classes, I'entropie croisée
vaut log,(2) = 1.

Enfin, la définition la plus utilisée de I'impureté est I'impureté de Gini, qui permet de quantifier la
probabilité qu'une observation du jeu d’entrainement soit mal étiquetée si elle était étiquetée aléatoirement
en fonction de la distribution des étiquettes dans R :

Imp(R) = po(R) (1 — po(R)) + p1(R) (1 —p1(R)).
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Si tous les exemples de R appartiennent a la méme classe, I'impureté de Gini de R vaut 0; a I'inverse,
si une région contient autant d’exemples de chacune des 2 classes, 'impureté de Gini vaut 1.

Pour aller plus loin

« Plusieurs cours de 2A et 3A aux Mines traitent d’apprentissage profond et de machine learning
non-linéaire.

« Nous n’avons dans ce chapitre qu’esquissé les briques de bases du deep learning. Pour aller plus
loin, plongez-vous dans Deep learning de 1. Goodfellow, Y. Bengio et A. Courville (2016) ou visitez
http://playground.tensorflow.org/ pour jouer avec I'architecture et I'entrainement d’un réseau
de neurones profond.

¢ Le domaine des méthodes a noyaux est trés vaste. De nombreux ouvrages ont été dédiés au
sujet, en particulier Learning with Kernels : Support Vector Machines, Regularization, Optimization, and
Beyond, B. Scholkopf et A. J. Smola (2002).

« Une autre fagon de construire plusieurs apprenants faibles a partir du méme jeu de données est
le boosting, dans lequel chaque nouvel apprenant est construit en fonction des performances du
précédent. Le boosting de gradient, ou GBOOST, en est 'exemple le plus populaire.

8.5 QCM

Question1. Vousdisposezd'unjeude données contenant un millier d’observations. Les performances
des modeles linéaires que vous avez essayés ne sont pas satisfaisantes. Vous décidez d’utiliser un réseau
de neurones artificiels. Vaut-il mieux essayer

L] un perceptron;
O un perceptron multi-couche avec une couche intermédiaire d’une dizaine de neurones;

O un perceptron multi-couche avec 4 couches intermédiaires d'une centaine de neurones chacune ?

Question 2. La qualité du modele appris par un réseau de neurones artificiel dépend

O de l'architecture de ce réseau;
O des fonctions d’activations;
O de la vitesse d’apprentissage (c’est-a-dire le pas de la descente de gradient);

O de la quantité de données utilisées.

Question 3. Lastuce du noyau s’applique
O alarégression ridge;
O alarégression lasso;
[0 aux arbres de décision.

Question 4. Considérons un arbre de décision appris sur un jeu de données contenant n observations
décrites par p variables. Sa profondeur est au plus

O p.

O logy(p).
O n.


http://www.deeplearningbook.org
http://playground.tensorflow.org/
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O logsy(n).
O min(n,p).
O min(logy(n), logy(p)).
Question 5. Le bagging permet de
O Combiner plusieurs jeux de données en un seul pour créer un meilleur modele.
O Créer plusieurs jeux de données a partir d’un seul, en sélectionnant aléatoirement les observations.
O Créer plusieurs jeux de données a partir d’un seul, en sélectionnant aléatoirement les variables.

O Combiner plusieurs modéles simples en un meilleur modeéle.

Solution
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